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1 INTRODUCAO

Em 1972, ao retornar ao Brasil depois de meu doutorado na Suiga, iniciei a formagao
de um grupo de estudos em gravitagdo e cosmologia no Centro Brasileiro de Pesquisas
Fisicas. Desde entao, sistematicamente, ministrei cursos nessas areas. Colecionei
assim um grande namero de exercicios alguns dos quais reproduzo aqui € um roteiro
particular para sua andlise. Esses exercicios ndo possuem o mesmo grau de dificuldade.
Por minha experiéncia pessoal, achei conveniente misturar problemas simples com
outros de grau de dificuldade bem maior. Na bibliografia o leitor podera encontrar
explicitamente solugdes desses problemas, bem como alguns livros basicos sobre os
diversos temas aqui tratados, como [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9] e [10].

Um comentario adicional se faz necessério. Além de questdes de Cosmologia, inclui
exercicios envolvendo tépicos de gravitacdo e eletromagnetismo. Em verdade, a
Cosmologia envolve todas as areas da fisica, ndo se identificando com essa ciéncia,
mas sim produzindo sua re-fundacdo. Essa frase mereceria uma explicagao adicional
que nao a farei aqui, remetendo o leitor interessado a sua analise a meu livroO que é
Cosmologia.

Acrescentei ao final de cada capitulo um roteiro de solugdo. No entanto, creio que
embora seja possivel aceitar que todo problema admita uma s6 solugéo, o caminho
para chegar até ela raramente é Unico.






2 NOTACAO, CONVENCAO, ETC

A variedade espago-tempo que iremos examinar € um caso particular das geometrias
de Riemann, caracterizada por um tensor simétrico de segunda ordem g,, € uma
conexao Fzﬁ relacionados pela formula

1 v
rgﬁ - 5 gI-L (gua,ﬁ + guﬁ,a - gaﬁ,u) .

A métrica de Minkowski -y, reduz-se no sistema de coordenadas cartesiano a expresio
diag(1, —1, —1, —1). Em geral, nesse sistema de coordenadas iremos denota-la como
Nuv- INdices gregos variam de 0 a 3. A derivada covariante se escreve

o
Vv = Vo — I_an,

onde v,, = 9,v, denota derivada parcial. A metricidade riemanniana esta contida na
expressao

Euv:x = 0.

Segue entao

o a o
V5 — V& = R%u VA,

onde R%g,, € o tensor de curvatura. Em termos da conex&o tem-se:

Rueaﬁ = rp;a,ﬁ - rueﬁ,a + rI»LG rga - ruaa rae'

O tensor de curvatura satisfaz as identidades algébricas

R#Vaﬁ = Ruuﬁa == RV#aﬁ = Raﬁw/
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e as identidades de Bianchi

R apr + R™ap T R pra =0

Contraindo indices temos

1
R”U;u N E Rvu g =0,

que implica, via equacdes da relatividade geral, a conservacao do tensor de energia-
momentum. Variando a métrica dada na Lagrangiana

6525/\/—_ng0,

e usando

1
5V=8 =~ V8 8 58"

obtemos as equacgdes da Relatividade Geral que se escrevem sob a forma compacta
como .
Ry, — 5 Rgu =—kTyu.

Essa expresséo deve ser entendida, na forma explicita, como sendo

gp,a gcr)\ 8Bo.a (g)\e,u + e — gey.,)\)

1
gQa gga,)\ g)\oz (gae,ﬁ + gaﬁ,e - geﬁ,a) - _K(Teﬁ - E Tgeﬁ)

1 1 1
R = 5 & 6 &rc + 5 &% i .cp — 58 1 (8acp T Bape — Eepa)
1
- 5 gap. (gae,ﬁp, + Bafep — geB,ay,)
1 a o
+ Z g# g Agaﬁ,a (g)\e,u + Epe — ge/,L,)\)
1
+ Z gu,oz ga)\ gatf,ﬁ (g}\e,y, + g)\p,,e - gey,,)\)
1
4
1
4

Tensor de projecao



Seja v* o vetor campo normalizado de uma congruéncia de curvas em um espaco-
tempo que possui uma métrica g,,,. Definimos o projetor h,, pela expressdo
hu = 8uv — Vu Vo

Ele projeta quantidades definidas no espaco-tempo sobre o referencial de repouso de
v#. Com efeito, tem-se:

hagh?, = hoy, € hapvP = 0.

Note que h,, € um tensor simétrico h,, = h,,. Podemos assim descrever a distancia
entre dois pontos quaisquer P e Q como

d52(’D’ Q) = guupr'dXV - h#,,dX“dX” + (V“dX“)2.

Tensor de energia-momento 7,,

Definimos o tensor T,, a partir de uma lagrangiana de matéria L ,, pela relagéo
o 2 o0/—gln
SRVET SN L

Podemos representar a distribuicdo de energia como um fluido escolhendo-se um
observador arbitrario possuindo 4-velocidade v*, sob a forma

Tuw =pVuVe = phu + qu vy + T,

onde as 10 componentes independentes, a densidade de energia p, a pressao p, o
fluxo de calor g* e a pressdo anisotropica m,g sdo dadas pelas relacdes obtidas pelas
projecdes de T,, sobre v* e no espago ortogonal. Temos:

p=T%%y, Vg
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1
pP= _§ haﬁ Taﬁ
0 = h*F V) T,

P = h** WP T, + p h*F.
Consideremos o vetor v* do tipo-tempo normalizado
vivig,, =1

A decomposicédo acima nada mais é do que a separacao por um observador arbitrario
de velocidade v* de um tensor simétrico T,,, em suas partes irredutiveis. Os tensores
q, e m,, satisfazem os vinculos

quvt =0
Tt =0
Tg" =0

Ty = Ty

Tal decomposi¢do de T, ndo se limita a um fluido especial, mas pode ser realizada in-
distintamente para qualquer configuracdo, mesmo se estivermos tratando com energia
associada a campos de radiacdo. Adiante mostraremos como realizar essa decomposi-
cao para diferentes campos.

Nao-metricidade

Em alguns casos iremos examinar uma generalizagdo da geometria de Riemann
introduzida por H. Weyl [8] definida pela condicdo de nao-metricidade:

Buvix = f)\ 8uv:

onde f, € um vetor arbitrario. Segue entdo que a conexao afim é dada por

D=}~ 5 (e +0 % -8 P),
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onde {},} é o simbolo de Christoffel construido com o tensor métrico.

Dualidade

O objeto completamente anti-simétrico de Levi-Civita €,g,, tem o valor 1 para indices
(0123) ou qualquer permutagao par, —1 para permutacgdo impar e € nulo para indices
repetidos. Podemos construir, a partir dele, o verdadeiro tensor

NaBur = vV —8 EaBuv

onde g € o determinante de g,,. Usando esse objeto define-se o dual, para qualquer

tensor anti-simétrico F,, = — F,, pela relagéo:
* ]' o
Fr, = 5 Muvas Fob.
Assim,
Fuo = — Fuu.

E atil definir a quantidade
Bapuv = BouBpr — Bav8pu

que satisfaz as simetrias

Boapur = —Bapruy — —8Baur = BuvaB-

Segue entao que gap,, € 0 dual de n54,,, i-€.,

n;ﬁp.u = — BaBuv

e, inversamente,
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go*tﬁp.u = NaBuv-
Note que g4, € um pseudo-tensor, enquanto n.g,, € um verdadeiro tensor, isto &
P = gt g g g aper.
Entéo tem-se
naﬁ;w = _

Iremos usar as diversas contragdes do tensor de Levi-Civita que enumeramos abaixo

sem demonstracao que sera deixado como exercicio:

naBMUnPU«‘I)\ = _6228:‘;\”1
na’/pen}\aﬁs - —5%%.

naﬁzknan)\ — _2522,

oVEA

n NBvex = _662 )

naﬁ/.l.u Napur = — 24.

onde

s or v
§hb = det| 85 &4 o
8§ o8 oF
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Decomposicao de um tensor antisimétrico como o tensor de Faraday

Consideremos um observador arbitrario de 4-velocidade normalizada v*. Ele pode
decompor F,, em partes elétrica e magnética sob a forma:

Fu =—vuE, + Vv, Ey + Npupe VP H,

onde os vetores elétrico (E,) e magnético (H,) sao definidos por
E, = Fua v,

_*x ,a _ — po o
Hy = Fiov® = SMuaps F7 vE.

2

Segue entdo que esses vetores estdo contidos no 3-espago ortogonal ao observador
de velocidade v*, isto é,

E,vt=0 e H,wH=0

Os seis graus de independéncia de F,, sdo representados pelas quantidades (3 + 3)
associadas aos vetores E, e H,.

Construimos as quantidades escalares invariantes (de gauge) do campo eletromagné-
tico representado pelo tensor de Faraday F,, :

F=F, F*

G=F; F*.

Tem-se as seguintes identidades algébricas:

1
TFE oy — FYFoy = SF8¥,,
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FTLa Focu - _1G5“‘w
4

G F

F“aFaﬁFBI/ = _**Fuu_ *Fu‘w
4 2
Gt F
F“aFa FB Fkuziéut/—*F“aFO‘u-
pE 16 2

Tensor de Weyl

E possivel decompor o tensor de curvatura de Riemann R,g,, em partes irredutiveis, a
saber, suas contragdes e o tensor conforme de Weyl W,g,,,:

1
aBuv — YVaBuv + Mocﬁpu/ - 6Rga/3pw

R
onde
2Mapuy = Rap8py + Rpv8an — Rav8pu — Rpu8av-
O tensor de Weyl possui dez componentes independentes, e as restantes dez quanti-
dades do tensor de Riemann sdo associadas ao tensor de Ricci

e ao escalar de curvatura

Como no caso semelhante do tensor de Faraday, as dez componentes independentes
do tensor de Weyl sdo separadas em partes eléctrica e magnética, segundo um
observador de velocidade v*. Escrevemos

Eop = —Wappov¥v”,
Hap = —W;‘mguv“v”.
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Segue entdo que os tensores eléctrico e magnético sdo simétricos, sem traco e
ortogonais ao observador:

Vi HIJ'UVI-L - 0 e H[,Ll/g#l/ = 0

Dessas simetrias segue que a operagao dual independe do par de indices sobre qual
atua. Isso néo ocorre no caso do tensor de Riemann. Com efeito, a condi¢cdo para que

R

:;/Sl.w = Raﬁ:w

caracteriza uma classe de geometrias que chamamos espaco de Einstein:

R

Ry.u = ng.u-

Com o tensor de Weyl pode-se construir dois invariantes quadraticos, a saber:

1 afuv

Il = g aﬁp.uW Pu '
1

_ * afuv.

I2 = g aBu.uW K ’

As seguintes identidades algébricas valem:

Wapp,a Wﬁpka' — W W*ﬁpka -1, 52 55

apuo

Wippo WPPHT = 2T, 68
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Invariantes de Debever

Além dos dois invariantes I; e I, podemos construir outros 12 escalares algébricos
independentes, usando o tensor de Weyl e o tensor sem trago C,,,

1
Cow =Ry — 7 R gu..

E conveniente definir

Diw = Whavg CoF

D;,u — * Caﬁ

navp

Temos entao:

Is = WP W00 W s
I = WOoPH W00 Wi
Is = C* C,,

Iy = C** C,, C,”

I; = C** Ch, C* Gy,
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Iio = D* D,
I, = D** Dy, C,*
I, = D}, C*
Ii; = Dt D*

L = D}, D} C*

Transformagao conforme

Uma transformacgéo conforme consiste no mapa que leva a métrica g, (x) em g,,(x)
definida por

Buv (x¥) = Q? (x*) guv (x%),

onde Q?(x*) é uma fungao arbitraria. Tem-se

que induz a conexao afim

1

Fo =T+ 5 (8% + 2,8% — 228 8uv)

e o tensor associado de curvatura

. 1
R, =Q ?R*,, — Zcs[a[,,, MR,
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onde

M5 =4Q7 1 (Q71) pirg™ —2(Q71),u (7)., 865
Os colchetes significam anti-simetrizagdo. Contraindo indices obtemos os correspon-

dentes transformados do tensor de Ricci e do escalar R, respectivamente

~ 1 1
o -2 pa a a
RS, = QPR — 5 M, — M3

R=Q?R+6Q7'0Q].

Finalmente, tem-se que para o tensor de Weyl vale a invariancia conforme

Wo‘ﬁ[,l.l/ - Waﬁl_“/.

Mostre que as equagdes do eletromagnetismo de Maxwell sdo invariantes por trans-
formagéo conforme.

Parametros cinematicos

Considere uma congruéncia de curvas [ caracterizada por um campo de velocidades
v*. Podemos decompor sua derivada em partes irreductiveis pela expressao

6

Vi = 3 huw + Opy + Wy +au v

onde além da aceleragéo a, = v, = v, v” definimos o fator de expans&o 0 , o tensor
simeétrico sem trago (shear) o,g € a vorticidade antisimeétrica wqg :

1
waﬁ = 5 h[‘l; hﬁ?vﬂ;)\,
1 1
Uaﬁ = 5 hyia hﬁ>)\vp.;}\ - § ehaﬁr

o
0= v2,.
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Define-se o vetor de rotacéo pela expressao

w‘r —_ 1 naﬁpT

2

cuja inversa é dada por

WapVp

v
Wap = naﬁpww“v

Note que valem as relagbes

o vt =0

Wy v = 0.

Evolucao do fator de expansao

2

0+ — +2(0? — w?) — a*

3

Evolucao do tensor de shear

4
o = Ruviv”.

1
hithg' G + 3 hag [—w? =207 + 2| + 2aap +

1 , 2
) hauhﬁ (quw + avu) + 3

1
= Raep VeV — 3 Ruuv¥vY hog

Evolucao do tensor de rotagao

000 + 0auo's — wawp =
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ha“hﬁuw“lj - % haﬂlhﬁ’/ (au;u - au;u)

+2 Owap + Oauw'y — opuwt, =0

Equacoes de vinculo

Além das equacdes que descrevem a evolugao dos parametros cinematicos de uma
congruéncia, existem certas relacdes entre estas quantidades que devem ser satisfeitas
independentemente do valor do parametro afim sobre a curva x* = x*(s). Essas
relagdes sdo chamadas equagdes de vinculo. S&o elas

2

0 H — (0% +ws) h\—a%(0ra+ Wra) = RuaV*h%
3 I Y v/

o

w*, +2w%ay =0

[Uﬁ(a - ‘*’ﬁ(a}w np)"ﬁs Ve — 26 Viqwp)+
F2a@wp) = _% Reyu(a np’)we v ve

onde o simbolo () envolvendo um par de indices significa que eles devem ser simetriza-
dos, ou seja v(, vg) deve ser lido como v, vg + vg V,.

A formula do determinante
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O determinante da matriz representada pelo tensor mixto T = Tz pode ser calculada
pelo teorema de Cayley-Hamilton que conduz a formula:

detT =~ [Tr(T9) = S TH(T) T(T) — 2 (T(T))" + (T(T))” T(T?) — ¢ (TH())*].

Tetradas

Um sistema de quatro vetores - um do tipo tempo e trés do tipo espago - pode ser
um sistema de referéncias com os quais um dado observador descreve suas medidas.
Este conjunto de vetores constitui um sistema de tetradas que denota-se

A
Cu
onde o indice latino (variando de 1 a 4) representa cada um dos vetores e o indice
grego representa sua componente vetorial. Escolheremos o vetor eOM como 0 campo
de velocidades de um observador e os demais e"u como vetores do tipo espaco

ortonormalizados. Isto é:

eou gt =1

elelg” = -1
e2# g = —1
e3“ gt = -1

Esta expressao pode ser escrita de forma compacta pela expressao

ehefg =
na qual n*8 representa o tensor métrico de Minkowski. Podemos definir as tetradas

inversas utilizando este tensor para subir e descer indices. Com efeito, temos para as
inversas e, por definicdo
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eAuef — 5AB

O conjunto de tetradas pode ser usado para transformar indices de coordenadas
a, B, 7, etc. em indices de tetrada. Por exemplo, consideremos um vetor Z,. Obtemos
sua componente em tetradas pela contracao

ZA - eAa ZOL

e, em geral, para qualquer tensor T :

TAB = eA"‘ eBﬁ Taﬁ

Assim definido, podemos considerar transformacdes dos vetores-base das tetradas.
Pondo

eA“ — gAIJ' — SAB eBI'L.

Para preservar as propriedades das tetradas (ortonormalidade) impomos que o tensor
métrico das tetradas n*® néo se altera por esta transformacéo, isto &,

SACT]CDSBD = MNasB-
Reconhecemos assim, que as transformacgdes das tetradas constituem uma rotacao de
Lorentz. Dessa forma, temos dois tipos de transformagdes possiveis:
i) Rotacao local de Lorentz que atua nos indices de tetradas (A, B, C, ..);

i) Transformagodes arbitrarias de coordenadas que atuam nos indices de coordenadas

(o, B, 1, ...).
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Pequena coletanea de resultados basicos da Cosmologia de Friedmann

O modelo cosmoldgico de Friedmann pode ser descrito a partir de quatro hipéteses:

e A gravitacao é descrita pela teoria da Relatividade Geral com ou sem constante
cosmologica;

e Existe um tempo global que permite descrever a geometria do universo em um
sistema gaussiano Unico;

e O universo possui uma geometria espacialmente homogénea e isotropica;

e A fonte da geometria consiste em um fluido perfeito.

O elemento infinitesimal de comprimento da geometria de Friedmann é dado por

ds® = dt* — A%(t) [dx® + o*(x) (d6? + sin® 6d¢’)]
Este modelo representa um universo gerado por um fluido perfeito isotrépico, expan-
sionista e irrotacional. Estas propriedades podem ser demonstradas diretamente.

Consideremos um observador gaussiano, que se co-move com o fluido, isto é, tal que
no sistema de coordenadas (t, x, 0, ¢) seu vetor velocidade tenha componentes

vt =64,

Da forma da geometria segue que a evolugao deste campo de velocidades é dada por

onde o tensor h,, € o projetor no 3-espago perpendicular a v#, dado por
hpu/ = Buv — Vu Vi,

e 0 parametro de expansao 0 é a divergéncia da velocidade:
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Espacos de Einstein, Maxwell e Born-Infeld

E possivel em certas situagdes, através do exame da estrutura geométrica do espaco-
tempo especificar a origem material/energética da fonte que gerou a curvatura. Isso
pode ser feito em teorias do tipo da Relatividade Geral onde existe uma estrutura
algébrica entre o tensor de energia-momento e a curvatura. Alguns autores foram até
mesmo ao exagero de considerar um tal procedimento como uma forma de unificacao,
como por exemplo no chamado programa unificado de Rainich-Wheeler. Um tal
programa consistiria em mostrar que, pelo menos no caso da teoria linear de Maxwell
seria possivel, ao obtermos informacgao sobre o tensor de Ricci (propriedade algébricas
e diferenciais) responder a pergunta: a fonte desta curvatura € um campo de Maxwell?

Infelizmente, esta estrutura ndo é univoca e consequentemente um tal programa é muito
limitado e certamente nao merece ser considerado uma unificagdo. Entretanto, algumas
propriedades algébricas do tensor de Ricci permitem singularizar certas formas de
distribuigdo de T,,. Vejamos alguns exemplos.

Espaco de Einstein

Chama-se espaco de Einstein a geometria riemanniana onde o tensor de Ricci R,
satisfaz a condigéo:

R;U/ = /\E 8uv

onde

Ae

NP

Espaco de Maxwell

Chama-se de espacgo de Maxwell aquele onde o tensor de Ricci satisfaz a condicao:

R[J.€ Reu = /\M 8uv
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onde

Rup R*P
Ay = 27"

Espaco de Born-Infeld

Vamos chamar de espacgos de Born-Infeld uma variedade diferenciavel 9tz de dimen-
sdo quatro dotada de uma geometria riemanniana g,, € um campo eletromagetico
articulados pela equacdes da Relatividade Geral e pela dindmica de Born-Infeld (sem o
termo constante), isto é, de Lagrangiana dada por

L=-bVU
onde F
=1+ —
U +2b2

Neste caso, o tensor de enegia-momentum se escreve

1 F
Tu = NG (F,ﬁ F., + (5 + b2)g,w> .

Note que como ndo introduzimos o termo constante na Lagrangiana,aparece uma
constante cosmologica no limite assintético quando o campo for para zero.

O trago € dado por

1
T=-—"=(F+4p
g e
Dai
T _ng ZL(FQF —b2g )
7% 2 % \/U uw (7% uv | -
Usando esses resultados nas equacoes da Relatividade Geral tem-se:
1 a
Ruw = = 7= (Fu* Faw — b gur) -

Definimos espaco de Born-Infeld aquele onde o tensor de Ricci satisfaz a condigéo:

1
Rp,e (Rsu - 5 Rgeu) = /\BI 8uv

onde ) )
ot = = (R, R""S—R2>.
BI ™=y ( p 2
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Espaco de Weyl integravel (WIST)

A nao-metricidade do espaco de Weyl é definida pela relagao

8uv:x = B Buuv-

Isso significa que em um transporte paralelo de uma régua de comprimento / ela muda
seu valor pela quantidade
01 =1f06x°

Segue entdo que a conexao que permite obter derivada covariante tem a forma

rzy - rap,u - ; (53 fy + 53 f/_L — 8uv fa) ,

onde IA“"W, € a conexao de Riemann associada. O Wist é o caso especial em que o
vetor f, € um gradiente. Essa propriedade garante entdo que o comprimento ndo muda
em um caminho fechado:

7!5/:0.

Geometria de Cartan

Consideremos um espago-tempo possuindo um tensor métrico do tipo Minkowskiano

guv» € ademais possuindo uma conexao afim I';, que define uma derivada covariante.
Essa estructura sera chamada espaco de Cartan. Para um vetor arbitrario W* essa
derivada se escreve como:

WE, = WH, + - W,

O tensor de tor¢ao 7, € dado por
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Podemos decompor o tensor de torcdo em suas componentes irredutiveis como segue:

1 o 1 (o3 *
Tﬁ‘,,: L;‘L‘U—f-f (52‘71,—(2, TM) _§n“” A7',\

3

A quantidade 7, = 7%,, € o trago e 7; = 7%, 0 pseudo-trago. Note que a condigéo
de metricidade é satisfeita, isto €

8uvia = 0.

Em um espago plano de Minkowski define-se as matrizes constantes -y’ de uma algebra
de Clifford pela relagao

Yo Vg TV Voo = 2Napl
onde I representa a identidade (no caso, representado por uma matriz 4X4).

Correspondentemente, em um espaco curvo define-se matrizes dependentes de ponto
no espago-tempo 7, (x)
Yo VB +’Y}5'Ya - 2gaﬁ]I

Mostre que podemos escrever

YalX) = eé(x) YA

onde e2(x) constitue uma base de tetradas, isto €, quatro vetores (3 do tipo espago e
um do tipo tempo) que determina uma base completa para vetores arbitrarios. Podemos
escrever

ex (%) €5 (x) ag = 8ap(x)-
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onde os indices latinos (A, B, C, ..) referem-se ao grupo de simetria de Lorentz e os
indices gregos (a, B, ¢, ..) ao grupo de transformagdes de coordenadas geral. Mostre
ent&o que no indice latino, e é um vetor de Lorentz e no indice grego é um vetor na
variedade arbitraria riemanniana.

Um spinor W? é definido como uma dada representacao (spinorial) do grupo de Lorentz
representado por um conjunto de quatro nimeros sob forma de uma coluna. A equacao
de Dirac é invariante pela transformacéao

\'I}a _ Sab wb

onde a matriz S é constante. Ao fazermos a generalizagdao para transformacoées
dependentes de posicdo é necessario generalizar a nogao de derivada (por que?).
Define-se entéo a derivada covariante sob a forma

V,V=8,V-T,V

onde a conexao de Fock-lvanenko é dada pela forma

1

Fa=—¢ (Y Vua = W = T2 (VYo = 1e7"))

Como deve se transformar ', para que essa derivada covariante do spinor seja um
verdadeiro vetor (no indice p) ?

Note que esse exercicio acima se resolve de modo anélogo ao que ocorre na nogao de
derivada covariante de um vetor qualquer

o o a 4
v;#—v’u—i—l' %

onde se mostra que a lei de transformagao da conexao *,, deve ser tal que v, seja
um verdadeiro tensor.
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Em uma métrica riemanniana constroi-se as componentes da algebra de Clifford dada
por

YoV + V8V = 28ap

Para que essa geometria seja riemanniana a derivada covariante da métrica deve
ser nula. Consequentemente, costuma-se impor para a derivada covariante das v a
condicao

Mostre que essa condigdo € suficiente, mas ndo € necessaria. Com efeito, considere a
expressao

VYo = [Upi Yal-
Mostre que se U, € um elemento da algebra de Clifford segue imediatamente [11] que
vale a condi¢cdo de metricidade (V,g,, = 0).

Modelos analogos

Modelos anédlogos constituem configuragdes de diferentes formas fisicas que séao
descritos através de alteracées da geometria. Exemplos disso foram examinados
em questoes de 6tica, acustica, configuragbes de campos escalares, vetoriais. Uma
revisao deste tema pode ser encontrado em varios textos, como em [12], [13]. Em
particular tem sido examinadas geometrias efetivas que imitam configuracdes tipicas
das descritas pela relatividade geral em sua interpretacao de fendmenos gravitacionais.
Varios problemas aqui tratados consideram esses modelos analogos gravitacionais.






3 NUMEROLOGIA: ANALISE DIMENSI-
ONAL

Definimos Gy = constante de Newton da gravitagdo; gr = constante de Fermi da
interacao fraca.

[Gh] = LP M~ T2

[gr] = L°M T2

()= ET = ML>T™

6] = MY2 (32T
[entropia(S)] = ML?T 267!
[0] = temperatura

[ke] = E 67!

[campo eletromagnetico] = M*/? | ~3/2
Comprimento de Yukawa p associado a uma massa m :

H=—
mc

e Constante de estrutura fina eletromagnética

e? 1
Q= — R —=;
E™ he T 137
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Capitulo 3. Numerologia: analise Dimensional

Constante de estrutura fina gravitacional

— GNLI%’O“’" ~ 5.9 x 10*39;
hc

Constante de estrutura fina para interacao fraca

ac

2
8uwm,C

o~ 3.05x 1077

afF =

Constante de Newton

cm’

Gy = 6,67 x 1078

g sec
Constante de Planck reduzida (A = h/27) :

h~ 6.6.1022MeV
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Sabendo que a temperatura e a entropia de um buraco negro depende somente de
sua massa e de constantes universais qual a expressao dessa temperatura e dessa
entropia?

Construa um numero adimensional com as constantes: e(carga do eletron), Gy, me, m,.
Mostre que esse nimero é aproximadamente a razédo entre o tempo atdémico (T, =
e?/m. c®) e o inverso da constante de Hubble.

Construa uma quantidade com dimensao de massa, comprimento e tempo usando
somente as constantes Gy, h et c.
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N—24

Considere o sistema de unidades onde

c = velocidade da luz=1

h = cte de Planck reduzida =1

Como ficam, nesse sistema, a dimensionalidade das constantes de Newton Gy, do
eletromagnetismo e e de Fermi g7 Mostre que nesse sistema de unidades a constante
de Fermi da interagao fraca é a raiz quadrada da constante de Newton (Struckelberg,
1970 comunicagao pessoal).

N—5

Considere uma particula de massa m no interior de uma esfera (a ser identificada com
0 universo) de massa My e raio Ry. Para que ela seja criada/destruida uma quantidade
de energia AE deve aparecer sob forma de energia potencial gravitacional. Obtenha
assim um valor aproximado da constante de Newton gravitacional.

N —6

A teoria quantica dos campos (TQC) sugere identificar a constante cosmoldgica a
densidade de energia do vacuo pp,. Assim, seu valor "natural"seria dado por

5
c
~ 4
ppi = Mp, B
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onde Mp, € massa de Planck. Em [14] sugeriu-se associar a constante cosmologica
A como uma quantidade independente e fundamental desse universo a massa do
graviton que, como qualquer particula material no mundo quéntico (ver comprimento

de Yukawa) seria dada por
RVAIA
ma = C’|

No entanto, o graviton (se existir) ndo é uma dessas outras inUmeras particulas que
conhecemos no mundo quéntico: ele é especial. Isso se deve a sua intrinseca relagao
com a estrutura métrica do espago-tempo. Desse modo, usando a interagdo gravitacio-
nal através da constante de Newton, € possivel construir uma outra quantidade com
dimensao de massa com A ou seja

C2

Mp = ——.
G /A

Vocé consegue imaginar um significado associado a esses dois valores da massa?
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Capitulo 3. Numerologia: analise Dimensional

SOLUCOES
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N—24

Com efeito, todas as quantidades fisicas sdo escritas em unidades de L (comprimento)
como por exemplo

[Gn] = L?
[g.] = L?

Nesse sistema de unidades a constante de Newton e a de Fermi da interacao fraca
possuem a mesma dimensionalidade. Isso ndo ocorre com a constante de interacao
eletromagnética (E. Stuckelberg, 1970).

No sistema em questao tem-se:

Gy ~ 107% 2

gr ~ 10733 12

Temos [15].
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Ry
ou seja
Iy My
G Ryc?
usando valores
My 10°6 ~ 107

Ryc? 1028 -10%

Compare com o valor da constante de Newton

r 1
Gy 6,7x10°8

Escreva M, da seguinte forma equivalente

Sob essa forma pode-se distinguir trés termos distintos:

e A densidade de energia gravitacional gerada por A;
3, . . . .
e O segundo termo |A|~2 é associado ao volume do universo restrito a seu horizonte
2 ~ —1.
Ho ~ [N
e O terceiro termo converte a energia total em uma massa.

Assim, pode-se interpretar M, como a massa total de todos os gravitons no interior do
universo observavel e escrevemos

M/\ - Ng m/\v

onde N, se interpreta como o numero total de gravitons no interior do horizonte
observavel.
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Dai segue que

7
pei . € Gn

on  AG3% AN
Igualmente obtemos da razao das duas massas

C3

Y —
€~ Gy A

Consequentemente o argumento convencional da distingdo fantasticamente grande
entre pp; € pp €m geral associado ao numero

P
PA

~ ~ 120

~ N, ~ 10

tem, nessa argumentagio uma origem comum com uma eventual quantidade N, de
supostos gravitons no universo. Note que esssa argumentacao nao requer explicitar a
teoria da gravitagdo.






4 RELACOES ESPECIAIS

RE —1

Mostre as seguintes relacoes

1
Waﬁlw Wbk — Raﬁ#u Raﬁp,u —2R* Rp,u + § R2;

Wa*ﬁuu Wbk — R:;BIJJ/ Raﬁw;
Righ, ROPH = — Waapuy WOPH 1 2Ry, RM — § R?.
ou seja,
RHP R * o = —Rapu, ROP* + 4R, R — R,

RE — 2
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Mostre que para o tensor de Weyl vale a relacao

;ﬁ,u.u = Waﬁ;u-

Em que condi¢cdes essa simetria vale também para o tensor de curvatura? Isto
é, em quais tipos de geometrias vale a relacao

R

:;,Bul/ = Raﬁ:ll/

RE — 3

Mostre que I = F*” F, € um invariante topologico construido com o campo de
Maxwell.

RE — 4

A partir das duas identidades

1
"FH*Foy — FR2Fay = SF8Y,

* o 1
F“ Focu = —Zcéuu,
mostre que podemos escrever as seguintes relacoes

/:ua/:ocﬁl:ﬁu — —E*F“U _ f/:nu
4 2
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G2, F

MO FegFPAFY, = — 8k, — —FFoF?,.
FralF"gFms 16 2

Mostre que

Defina

RE — 5
naﬁ;wnas)p - _55;\1:
naﬁuunw/pa — 9 gp

naapu/nﬁauy = _65ﬁ

a

RE — 6

Bapur = BauBpr — Bav8pu

Dai seguem as propriedades

Eopuv =

—8aprp = —8Baur = Buvap
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Mostre que

n:tﬁpw = —8apuv-

RE — 7
Mostre que a identidade de Bianchi pode ser escrita sob a forma

R =R R

aﬁuu;u po; B Nufio-

RE — 8

Mostre que P e x definidos abaixo sao invariantes topolégicos:

P [ VER™ Rig,,d'x

x = [ VERMF R, 5pd'x
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RE — 9

Tensores elétrico e magnético

O tensor de Weyl W,z,, que possui 10 graus de liberdade (por que?) pode ser
decomposto [16] em suas partes elétrica (E£,,) e magnética (H,,) definidas por
um observador de velocidade v* pelas relacoes

E.. = Waup, v© VP
Fhw = Wy v V.

Os tensores £, e H,, possuem, cada um, somente 5 graus de liberdade. Mostre
isso.

RE — 10

Escreva o tensor de Weyl em termos de suas partes elétrica e magnética.

RE — 11

Mostre que valem as relacoes:
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WHEW,,0p = 8 (Exp E** — Hop H*)

W B W, s =16 Eqp H*®

uro

WP W o0 W g = 16 (— o E Eg™ + 3 Hag H E5®)

WP W oo W g = 16 ( Hog H Hg* — 3 Eag E% Hg®)

uveo

RE — 12
Escreva as equacoes de Maxwell
., = J*
*FrY., =0

em termos das projecoes geradas por um observador de velocidade normalizada
v#. Use as definicoes

E,=F.Vv’

N v
H,=F;, v".

Considere as projecoes geradas por produtos de cada uma das duas equacoes
de Maxwell respectivamente por v* e h** onde h** = n*¥ — v# v” é 0 projetor no
tri-espaco ortogonal ao campo de velocidades.
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RE — 13

Calcule a velocidade vV que um observador deve ter para que os vetores E) e E
sejam paralelos [17]. Mostre que devemos ter

V =1 tanha

onde

H tanh2a = ﬁz 2?:(32

RE — 14

Equacoes quase-maxwellianas ou JEK

Mostre que as equacoes da relatividade geral podem ser escritas de modo equi-
valente usando as identidades de Bianchi sob a forma [18], [19], [20]:

WOI.BIJJ’;U — _g(Tua;B _ Tuﬁ;a) + 1’{—2(g’“‘°‘ TR — guﬁ Ta)

onde
T =g Ty

e aqui, como nesse texto, a virgula significa derivada ou seja

_ o1
T oxe
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RE — 15

As equacoées da relatividade geral e suas flutuacoes

Em [21] o fisico russo V. L. Ginzburg sugeriu tratar as equacoes de Einstein
como um modelo microscopico implicando que campos macroscopicos conte-
riam flutuacées ég,, em torno da métrica média:

Euv =< 8uv > +5gy.u-

Devido as flutuacoes a métrica média satisfaria equacoes modificadas dadas
por
1
Ru” N 5 Rgﬁ“/ == Tiw + q)w/
O lado esquerdo é construido com < g,, >, o tensor ¢,, depende das flutuacées
e Ginzburgo op.cit. sup6e que é possivel desenvolver ¢,, como uma série na
geometria média. Aplicando esse modo de tratar a dinamica gravitacional nas

equacoes JEK podemos escrever
W"‘ﬁ“".u — JoBu + Qaﬁ#

onde

Jaﬁu = _g(Tua;ﬁ _ Tuﬁ;a) + %(gua Tﬁ _ guﬁ TO‘)

Considere o caso de um campo fraco, no background de Minkowski, tal que as
flutuacoes possam se escrever fenomenoldégicamente como [22] [23]

Qaﬁu =q (Voc EBr _ /B Eau)

Tem-se entao
W“’S’“’;,, —q (Va EBr _ B Eau)
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Note a semelhanca, no eletromagnetismo de Maxwell, dessa corrente

JoBu — o EBe B Fou
com uma corrente em um meio condutor
F*. ., =aF" v,
na qual a corrente eletromagnética tem a forma
JH =0 E*.

Escreva as equacoes JEK de um campo fraco, no background de Minkowski,
projetadas para o observador v+ = §5' obtendo a equacédo de uma onda gravitaci-
onal se propagando na geometria de Minkowski em um estado de tensao gerado
pela corrente gravitacional acima.

RE — 16

Obtenha a equacao de evolucao da expansao, do shear e da vorticidade a partir
da definicao do tensor de curvatura

Vaipiy — VouyiB = RaepyV*®
Considere as projecoes ao longo do campo de velocidades e no espaco ortogo-
nal usando o projetor h,,.

RE — 17
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Considere a geometria dada por

ds® = dt* — a%(t) (dx2 + 0?(x)[d6? +sin? 6 d<p2])

Calcule as fungoes a(t) e o(x) para que essa geometria nao tenha curvatura.

RE —18

Calcule o tensor de energia do campo eletromagnético se sua lagrangiana é
dada por

L= L(F)
onde f = F,, F*

RE — 19

Em outro exercicio mostramos que a acao construida com o invariante

G=F}, F*
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dada por

[ s

é um invariante topolégico. Qual a expressao de seu tensor de energia?

RE — 20

Mostre que o tensor de Weyl satisfaz as identidades [16]

Wap, WoPH_ = ASY

Wap," *WPE = B &Y
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SOLUCOES

RE — 2

Da definicao de dual

, 1 5
Waﬁp,u = 5 NaBys w7 uv

Tomando o dual no outro par

* ok 1 A
Wa/S/.w - Z naﬁs npupo WE)\po

Usando a identidade

A
Nuvpo = _535;3\ - o 55 6Z 5§
5;‘ 55 5; 1)
5o 60 &5 8

o Yp

naﬁsA

encontra-se o resultado acima.

Quanto a condicao
R*

afrp — Raﬁtw

vale para os espacos de Einstein onde

Ry =Ngu.

RE — 3
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Usando
Fu=A., —A

vV,
segue

/ V1 FRF? dix =2 / VTR AY dx =
_ 2/\/_—17 (Fr, A*) dix. (4.1)

RE —9

Das propriedades do tensor de Weyl segue imediatamente

En = Euy
E, vt =0
E,.g" =0
Hu = Hyy
Hy, v =0

H, g" =0.
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RE — 10

Wﬂl/aﬁ = Eaﬁw/ + Nalgp'u — Haﬁluj

onde
Eop"’ =2vo Egt vV —2vg ExF vV — 2 vy Eg” VI +2vg EV VH
Nugt” = 65 Eg — 55 EX — 6" E’E + 65 EX
Hog" = Napro (V} vV HO* — v vE HY) + 929 (vy vg Hyo — Vi Vo Hop)
RE — 12
ES, + E*V® 4 2w*H, = — p (4.2)

onde

p=Jtv,

Para um observador geodésico e irrotacional, encontramos o resultado conven-
cional
divE=—-p
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Segunda Projecao

F.., W = Jh

Desenvolvendo o lado esquerdo (LE):

LE = —(vaEP)ph™* + (VP E*)g b + (g v H) b

. .
_ <0’\ﬁ +30m+ wxﬁ> Ep +© E* + Eo™ + 1°PR v, H, g ho

+ 0P wup Hy ha + 1P vy, Hy ho

Usando

nopry wug Hy = —2w™ H, VA

segue

: 2
Eo h* — (a’\ﬁ -39 hF 4 w’VS) Eg+n*" v, H, g +nP* vgv, H, = J,h** (4.3)

De um modo equivalente obtemos o outro par de equacoes:

H2, + H* V™ — 2wME,, = 0. (4.4)

: 2
Hoh* + (‘IMS —30M° bﬁﬁ) Hg — " v E, g — 0" vgv, E, = 0. (4.5)
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RE — 14

Impondo que a métrica satisfaca as equacoes da relatividade geral sobre uma
hipersuperficie ¥ mostre que essas equacoes sao propagadas para além de %,
para toda a variedade pela condicao de Bianchi mostrando que as equacoes de
Einstein passam a ser validas em todo dominio do espaco-tempo [18].

RE — 15
Um calculo direto dara:

EJI” — 0.

Hi. =o0.

Il
T 1 . .
HY 4 S @™ 4 5 By €™ =0

1. 1 . . N
EV =2 Hiny g+ 5 Hin ™ =—qEY.

Re-arranjando essas equacoes tem-se a equacao de propagacao da onda gravi-
tacional dada por

Ekl - v2EkI — —quI.
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RE —16

Veja em [6]

RE — 17

Trata-se da geometria de Milne, escrita em um sistema de coordenadas do tipo
universo de Friedmann:

ds® = dt* — t <dx2 + sinh?(x)[d6? + sin® 6 d(p2]>

RE —18

Ty =—4LrF,*Fy, — Lgu
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RE — 19

Usando )
0G = EGgw,ég“"

segue que a expressao do tensor de energia definido como

o 2 6/—gG
SERVAT-INJ

se anula para essa Lagrangiana. Como era de se esperar (por que?).




5 GEOMETRIAS ESPECIAIS

GE —1

Escreva, no sistema de coordenadas gaussiano, a métrica de Schwarzschild
dada no sistema de coordenadas esférico como

ds® = (1—2)de? — (1 - HyLdr — P d2.
r r

GE — 2
Mostre que na geometria de Scharzschild
§—eai com % =(1,0,0,0)
- aXa - 1 ' 1

€ um vetor de Killing.
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GE —3

Inversao de massa ou Mirror Universe

Considere a métrica

d? = g 2ty ezt L’
z+1 z4 z?

e Mostre que no dominio de z entre (— o0, ) ela satisfaz a equacao da rela-
tividade geral sem matéria R,, = 0. Essa geometria tem somente um unico
ponto singular. Onde?

o Essa geometria é estatica e esfericamente simétrica. Ela deve ser entao
equivalente a métrica de Schwarzschild. Qual a transformacao de coorde-
nadas que a leva para a forma convencional de Schwarzschild no sistema
(t,r,0,¢9)?

o Essa geometria é invariante pela transformacao

(d6? + sin’6 dp?))

n— —n.

Mostre que essa simetria equivale a uma inversao de massa.

GE — 4
Considere as métricas da forma
ds®> = dt* + 2 h(r)dtdy — dr* — dz* + g(r) dy?

Calcule as fungoes h(r) e g(r) para que essa métrica seja plana, isto é, se identi-
fiqgue com a geometria de Minkowski.
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GE — 5

Em 1949 Kurt Godel mostrou que uma solucao das equacoes da relatividade
geral possuindo constante cosmoldgica e tendo um fluido perfeito sem pressao
como fonte é dada pela forma da métrica anterior onde as funcoes h e g sao
dadas por por

A = sinhr cosh r

onde A = /h? — g.

Mostre esse resultado.

GE -6

A métrica de Godel pode ser posta na forma

ds® = 2 ([dt + h(r) dg]? — dr* — dz* — g*(r) d<p2>

com
g = sinh? r (sinh® r — 1)
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h = +/2 sinh®r

onde a> = 4/w? e w é a rotagcdo. Considere as geodésicas v* = (t,r, ®, z) onde
o ponto significa derivada com respeito ao parametro s ao longo da curva. Cal-
cule as integrais primeiras da equacao da geodésica. Mostre que uma solucao
particular é dada por v* = (1,0,0,0).

GE — 7

No exercicio anterior, escrevendo a equacao da geodésica sob a forma

= A3 —V(r)

para a variavel r, obtenha a forma do potencial e analise o comportamento equi-
valente de uma particula submetida a uma forca descrita por esse potencial.

GE -8

Mostre que o potencial V produz um confinamento para todas as trajetorias den-
tro do cilindro definido por r < r. onde sinhr. = 1.
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GE —9

Construa um sistema gaussiano de coordenadas para a métrica de Godel de tal
modo esse sistema gaussiano valha a partir de um ponto arbitrario O. Escreva a
forma completa da métrica nesse sistema gaussiano sob a forma

ds? = dS? — a® (u? — 1) dx? + a* R(S, x) dn® + 2 ha® dx dn — a* d2?

Por que ele nao vale sobre toda a variedade?

GE — 10

Mostre que o parametro u do exercicio anterior que caracteriza o sistema gaus-
siano pode ser interpretado como o angulo entre o fluxo de matéria que gera a
geometria de Godel e a geodésica que usamos para definir o tempo gaussiano.
A velocidade da matéria que gera a métrica de Godel tem a forma

1
b T sk
"4 30

que, no sistema de coordenadas gaussiano que construimos no exercicio ante-

rior toma a forma 1
vt = (u, —,0,0).
v = (u ; )
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GE — 11

Chama-se universo de Milne uma parte da geometria de Minkowski descrita pelo
elemento de linha dado pela forma

ds? = dt* — £ (dx? + sinh® x (d6? + sin 0 dp?))

Considere o observador comovente

vh = 6f

cujo fator de expansao correspondente é dado por

que diverge para t = 0. Em seguida, calcule o fator de expansao da congruéncia
gerada pelos observadores gaussianos g do exercicio anterior, isto é, © = ¢°,.
Compare a situacao desses caminhantes g com os observadores de Milne.
Para o observador de Milne a expansao © diverge no tempo t = 0 mostrando
a limitacao da geometria de Minkowski descrita por esses observadores. Verifi-
que que uma limitacao semelhante ocorre para os observadores gaussianos de
Godel.

GE — 12
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Mostre que na métrica de Godel, uma particula que se movimenta sobre uma
curva do tipo-tempo fechada, por exemplo, de velocidade dada por

1
e* = 10,0, ,0)
( a sinhry/sinh®r — 1 )

nao pode ser uma geodésica.

Surge a questao: como produzir tal aceleracao? Mostre que uma particula carre-
gada pode seguir esse caminho CTC (fechado no espaco-tempo) sob a acao de
um campo magnético fraco (para podermos deprezar seu efeito sobre a métrica
de Godel) cuja unica componente seja

F22=H.

Mostre que as equacoes de Maxwel impoem
H = Hy/ sinh 2r;

induzindo a aceleracao. Qual o valor de H,?

Comentario extra: Vimos nesses exercicios sobre a métrica de Godel a existén-
cia de confinamento associado a limitacao de um sistema gaussiano. Poder-se-
ia ir além dessa prisao por efeito quantico? Um problema semelhante foi colo-
cado envolvendo a existéncia de um horizonte na geometria de Schwarzschild e
sua possivel solucao na segunda quantizacao no background de Schwarzschild.
Aqui, podemos pensar o problema ja na primeira quantizacao da seguinte forma
[24].

Considerando a equacao da evolucao da variavel r na construcao do sistema
gaussiano, obtivemos a expressao de uma particula em um dado potencial V(r).
Fazendo a transformacao da expressao

P? + D§ + A3(1 — )=0

cosh? r
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segundo a prescricao da primeira quantizacao, isto é,

od 1
Pr—>—I(E+;)

obtenha a equacao de Schrodinger

> 2d 2A3
el D2 0
(dr2 rdr 0+ cosh® r

)wz%w

mostre que o comportamento dinamico de uma particula na geometria de Godel
reduz-se, via equacao de Schrodinger ao problema de uma particula no potencial
nuclear Posch-Teller. Com efeito, pondo

V==

" u(r)
temos

d? > A(A—1)
=0
| dr? cosh® r [u(r)
onde usamos
A(A—1)=2A2

GE — 13

Tensor de Lanczos

Chamamos tensor de Lanczos [25] o tensor de 3 indices L,g, tal que

Lapu + Lpap =0
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Lapp + Lpua + Luap =0

ou, equivalentemente
* B —
aB
Este tensor de Lanczos é um potencial para o tensor de Weyl W,gz,, que pode

ser escrito sob a forma

Wapur = Lapiuin) + Luviag) + Mapuw + N gapps

onde )
Mapur = 5 {L(au)gﬁu + Lag) = Liap)88r — L(Bn)gaﬁ}
2
N=Z=L
3 0',}\

Lap =L 0 — Lo’ oo

a wo

Sabemos que W,z,, tem 10 componentes independentes. Quantas componen-
tes independentes possui o tensor de Lanczos L,,,”

GE — 14
Mostre que no caso de campo fraco isto é,

8uv N Ny + € hy,

come? << ¢
o tensor de Lanczos é dado por

1

1 1
Lagu = |Panp = Mpua + ghamus — ¢ hpNua
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Comentario adicional

Considere a forma

Buv A My + a by, + b o h™

cuja inversa é dada por

g~ My + p H* 4 n o B

Impondo a condicao
8uv glj}\ = 5“)\

segue que os parametros da métrica devem satisfazer as condicoes

p+a=0.

n+b—a*>=0.

Uma possibilidade seria escolher b = 0, a = 1 e n = 1. Outra possibilidade (mais
simétrica) seriaescolhera=1,p=—-1eb=n=1/2.

GE — 15

Mostre o seguinte Lema:
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Se em uma geometria riemanniana existe um campos de observadores v* que
nao tem shear e irrotacional, entdo a parte magnética do tensor de Weyl se anula
(para esses observadores).

GE —16

Mostre o seguinte Lema:

Se em uma geometria riemanniana existe um campo de observadores v* sem
shear e irrotacional entao o potencial de Lanczos associado pode ser escrito
como

Lapy = (30 Vg — ap Vo) Vi

onde a, é a aceleracgao.

GE — 17

Mostre o seguinte Lema:
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Se em uma variedade riemanniana existe um campo de observadores geodési-
cos v* irrotacional e tal que

1
3

1
a2huu—§90w:O

0, 0oy —
ou
H, =0 e o, +00, =0

entao o potencial de Lanczos é dado, respectivamente, por
Lapy = Opa Vg — Oup Va

ou, no segundo caso,
1
Lapu = g(aua Ve — Opp Va)

GE —18

Mostre o seguinte Lema:

Se em uma geometria riemanniana existe uma congruéncia de geodésicas v*,
sem shear e sem expansao (o,, = 0, © = 0) e tal que seu vetor vorticidade seja
constante, isto é,
Wy =0
entao o potencial de Lanczos é dado por
2 1 1

Lopy = 9 Wap Vy + 5 Wap VB — 5 Wey Vo

Como um exemplo deste exercicio considere a métrica de Gédel em coordena-
das euclideanas:

1
ds® = dt? — dx* +2e** dt dy + 5 e  dy? — dz?
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Considere o campo de velocidades dado por v* = §{. Calcule sua vorticidade e
a partir dela o potencial de Lanczos.

GE — 19

Considere o problema de auto-valor
(Tap — Agap) ZF =0

onde I,z é construido com os tensores elétrico e magnético a partir do tensor
de Weyl:

Faﬁ = Ea/g +1i Haﬁ

E possivel a partir da analise dos auto-vetores associados aos correspondentes
auto-valores empreender uma classificacao do campo gravitacional [26]. Essa
classificacao é de natureza algébrica e puramente local. As questoes que se-
guem servem para examinar a evolucao, em certos casos, dessa classificacao
[27].

1. Mostre que para uma classe de observadores T de velocidade v* que nao
possuem shear, se dois auto-valores de E,z coincidem em um dado ponto de T
entao eles coincidem ao longo de 7.

2. Se um auto-vetor L, de E,z é um vetor de Killing entdo a variacéo da densi-
dade de matéria p ao longo de L, mede a variacao do correspondente auto-valor
ao longode L,,.
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Monopolos elétrico e magnético

A equacao de uma particula carregada de carga ¢ e massa m, chamada mono-
polo elétrico, se escreve

Xt e I
ds? m ds
isto é,
d?x* _ €
ds? m

Dirac sugeriu, por analogia, definir um monopolo magnético pela equacao

d’z, g dz¥

*

ds? m " ds

isto é,
d?z* g m

ds? m

Na teoria da gravitacao um corpo-teste segue curva geodésica em uma dada
métrica. A analogia formal da equacao de movimento de uma particula em um
campo gravitacional e um campo elétrico pode ser compreendida em termos
do desvio geodético, isto é, a equacao de evolucao da separacao entre duas
geodésicas vizinhas. Com efeito, em uma congruéncia de geodésicas, [(s), a
conexao entre duas curvas vizinhas dada pelo vetor (de conexao) n* satisfaz a
equacao ,

Se a curvatura contraida R, é nula, entdao £, é a parte elétrica do tensor de
Weyl. Que propriedades deve ter uma congruéncia de curvas aceleradas *(s)

para que a conexao entre duas curvas vizinhas 7 satisfaca a equacao

= E"Ln“.

2

Ds?

Chamamos monopolo elétrico gravitacional [28] aos primeiros (matéria ordina-

ria, cuja trajetdria é uma geodésica); aos segundos, chamamos monopolo mag-

nético gravitacional por analogia com as definicoes equivalentes no caso do

campo elétrico. Seja z*(s) a curva do monopolo magnético gravitacional. Qual
a forca gravitacional que atua sobre o monopolo magnético gravitacional ?

a a U
% =fHS, 7.
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GE — 20

Seja Z* um vetor de conexao de duas curvas vizinhas de uma congruéncia de
curvas aceleradas. Chama-se campo de Jacobi generalizado aquele onde esse
vetor satisfaz a equacao

D2

a __ o B
Do 5= 28,

onde 91%g é uma funcéao polinomial do tensor de curvatura. Qual o comporta-
mento da aceleracao em termos de 91%g?

GE — 21

Mostre que se o shear e a vorticidade de uma curva de vetor tangente v sao nu-
los entao uma transformacao conforme nao altera essa propriedade. Mostre que
uma curva geodésica é transformada, por esse mapa, em uma curva acelerada.



74 Capitulo 5. Geometrias especiais

GE — 22

Considere o tensor de Bel-Robinson definido pela relacao [29]

2 Tabuy — | orro WBUpo‘ RV VALY W:aﬁ”

Calcule a projecao
U= Tapu v° vB vk v

em termos dos tensores £, e H,, dados na base do campo de velocidades v*.

GE — 23

Mostre que a métrica de Kasner que se escreve sob a forma:

ds® = dt* — a*(t)dx* — b*(t)dy? — c*(t)dz?

com
a(t) = t™
b(t) = tP
c(t) = t#

é solucao das equacoes da relatividade geral no vazio. Essa é uma solucao
particularmente curiosa pois representa um universo sem nenhum forma de ma-
téria e energia possuindo uma geometria anisotropica e singular. Quais sao os

valores das constantes p;, p,, p3?
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Estagio do vazio: Lifshitz, Belinski e Khalathikov mostraram que na vizinhanca
da singularidade a matéria tem um papel menos dominante que a curvatura. E o
famoso teorema BKL que encontramos no exercicio a seguir.

Mostre que a presenca de matéria como um fluido perfeito € menos importante
que os termos de curvatura nas equacoes da relatividade geral, quando na vi-
zinhanca da singularidade t = 0. Use a lei de conservacao para obter a depen-
déncia temporal da matéria. Mostre que os termos de matéria que aparecem
nas equacoes da relatividade geral sdo uma ordem mais baixa em 1/t do que os
termos mais importantes da geometria ( que sdo da ordem 1/t?).

GE — 24

Considere a teoria descrita pela lagrangiana [30]

1, 1
L= R~ FuF" —RW, W
K

onde
Fu =0.W, —o.W,.

Considere a solucao dada por

W = (W(t),0,0,0)
gerando a métrica
ds? = dt? — a%(t)dx* — b*(t)dy?* — *(t)dz?

Calcule W, a, b, c que sao somente funcoes do tempo gaussiano.
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GeometriadedeSitter GE — 25

Considere a métrica espacialmente homogénea e isotropica de de Sitter que sa-
tisfaz a equacao

1
Ry — = Rgu +Ngu, =0.

.
Mostre que os seguintes expressoes sao formas equivalentes dessa métrica e
exiba as transformacoes de coordenadas correspondentes que levam de uma
forma as outras:

B tanh?(H r)

(1) ds® 2

(dt? — dr?) [d6? + sin? 8dp?]

1
~ cosh?(Hr))
onde H? = \/3.

(2) ds®> = cosh? rdt*> — dr® — (sinh r)?(d6? + sin® 0 dp?)

(3) ds? = dT? — cos® T (dx? + sinh® x(d6” + sin> 6 dyp?))

ou, com

ds? = cos? T [dn? — dx? — sh*x(d6? + sin® 8dp?)]
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A 2 2
(4) ds? = (1 . 3r) dt? — (i’rmz) — 12 (d6? + sin® 8 d?)
3

(5) ds? =d7r? — M {dr2 + r? (d6? +sin* 6 d(pz)} :

FriedmonGE — 26

Considere o universo fechado de Friedmann dado por

ds® = dt* — a(t)? (dx2 + sin*x dQ2>

onde 0 < x < 7. A area da superficie 2-dimensional é dada por

S = a(t)?sin’x.

Essa area cresce até x = 7/2 e depois decresce. Quando x atinge o valor 7
esse modelo se torna fechado. Zeldovich e Novikov sugeriram a proposta de um
universo semi-fechado. Para realizar essa ideia eles restringiram o dominio da
variavel x de zero até m — § onde § & um valor pequeno. Construiram, a seqguir,
uma continuacao analitica para além desse valor maximo de x, em uma métrica
assintoticamente plana. Isso gerou a possibilidade de tratar uma continuacao
externa de um universo do tipo Friedmann a partir da qual M. A. Markov cons-
truiu seus "friedmons"[31]. Construa uma tal configuracao.

GE — 27

Considere a forma da métrica dada por

gt =" + b,
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Note que essa forma nao € uma aproximacao mas sim uma forma exata. Escreva
a forma covariante definida pela relacao inversa

glwgua - 65

GE — 28

Dada a métrica
giw — an;w + bd)’“’

qual a condicdo que o tensor ¢*” deve satisfazer para que a inversa g,, seja
também um binémio, isto é,

Buv = Anwf + B¢uu

onde ¢,., = n..M.s$*. Calcule A et B.

GE — 29

Considere a geometria estatica no sistema de coordenadas (t, r, 6, ) dada por

ds? = dt* — dr* — o*(r) dQ?
onde d0? = d#? + sin®0 dy?.

Mostre que na relatividade geral, essa geometria é gerada pela distribuicao de
energia de um campo escalar ¢ que satisfaz a equacao de Klein-Gordon
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V, V¢ = 0.

Qual o valor do campo ¢? Qual o valor da funcao o(r)? Essa geometria descreve
um universo nao homogéneo com uma singularidade. Onde se situa a singulari-
dade?

Note: 02(r) = r’> — 22, onde a é uma constante [32].

GE — 30

Calcule os vetores de Killing da métrica de Godel. Use o sistema de coordena-
das gaussiano (incompleto)

GE — 31

Considere a métrica em coordenadas cilindricas na forma

ds? = dt* — dr? — 4? sin®(r/v) dp? — dz°.
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Essa geometria satisfaz as equacoes da relatividade geral com constante cos-
moldgica [33] tendo como fonte um fluido gerado por uma densidade p, pressao
isotropica p e pressao anisotropica 7, tal que m; = m» = —733/2. Usando as
condicoes de juncao de Darmois (continuidade da métrica e de sua derivada nor-
mal a superficie de separacao ¥ dada por r = r,) mostre que a regiao externa
tem a geometria dada por

ds®> = dt®> —dr* — a® r* dyp?® — dz>.

Mostre que a compatibilidade das duas geometrias requer o®> < 1, exibindo o
que se chamou defeito topoldgico [34].

GE — 32

Considere a geometria dada por [35]

ds? = A2 dt® — B> dr® — c*(d6? + sin® 6 dy?)

onde A, B, C sao funcoes das coordenadas r e t. Calcule as equacoes essas
trés funcoes devem satisfazer para serem solucoes do sistema acoplado das
equacoes da relatividade geral e do campo do neutrino.

Mostre que a simetria esférica nao é compativel com neutrinos tendo helicidade
definida mas é compativel com um fluxo de neutrinos de ambas helicidades.

Sugestao: considere que o campo do neutrino tenha a forma
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onde ¢ (spinor de duas componentes) é funcao das coordenadas t, r.
ol 01
10

Note

GE — 33

Considere a métrica dada por

A2
ds® = dt2+2Adtdy+7dy2—dx2—dzz

onde

A= Age (6t +1).

Calcule qual a fonte dessa geometria que satisfaz as equacoes da relatividade
geral. Compare com a métrica de Godel.

GE — 34
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Considere a métrica

ds® = dt* — a) (dx2 + 0?(x)[d6? +sin? 8 dcp2])

onde 3, € uma constante. Calcule a funcéo o(x) para que ela seja solugao das
equacoes da relatividade geral modificada por Einstein

1
Ruv = 5 Rguw + Nguw = = Tuy

com
T =p0,6,.

Esse foi o primeiro modelo cosmologico (Einstein).
Mostre que essa geometria é instavel.

(Note: para mostrar a instabilidade use a lei de conservacao da energia e a equa-
cao de evolucao da expansao.)

GE — 35

Esse exercicio foi proposto por Ugo Moschella.

Dada uma esfera de equacao

(x0)* + (x1)* + ()? = 1.

escreva a equacao das geodésicas. Obtenha a expressao da curva para uma
dada escolha de condicoes iniciais. Mostre que as geodésicas sao os circulos
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maximos. Usando em seguida a invariancia por rotacao, obtenha as geodésicas
para condicoes iniciais genéricas.

2) Repetir o exercicio precedente para a variedade de de Sitter

(%0)* = (x1)* = (x)* = (x6)* = (a)* = — 1

e também para o caso anti-de Sitter

(x0) = (x1)* = ()* = (3)* = (xa)? = 1

para as geodésicas do tipo tempo e nula. Nesses casos, qual o analogo dos
circulos maximos?

3) Tendo em conta o fato de que as geodésicas se obtenham (em qualquer dos
trés casos acima) por intersecao da variedade com um plano passando no cen-
tro geométrico, determine uma parametrizacao da geodésica por um método
puramente geométrico.
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SOLUCOES

GE —1
A forma gaussiana se escreve

ds? = d1? — h*(T, ) do® — r*(7, 0) dQ°.

Um sistema gaussiano de coordenadas institui uma separacao entre espaco e
tempo definido pelas condicoes [36]

goo = 1;
goi = 0.
A escolha do tempo gaussiano é feita a partir da selecao de uma congruéncia de

curvas geodésicas do tipo tempo. Um modo sistematico de produzir um sistema
gaussiano pode ser feito através do seguinte procedimento:

Selecione um dado conjunto de geodésicas do tipo tempo;
Escreva a equacao de Hamilton-Jacobi associada a métrica em questao,
isto é

g"9,58,5 =1.

A sua solucao se identifica com um tempo gaussiano;
As demais coordenadas espaciais sao obtidas a partir do tempo gaussiano
S(x*, \') pelas derivadas

. 0S

* TN
No caso em questao, vamos escolher observadores radiais em queda livre (6 =
constante, p = constante) isto é,

: E s
V#:(t,r.,O,O):<1_rH/r, E2—1+rH/r,O,O>.
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Para que essa geodésica (mostre que esse vetor é tangente a uma curva geodé-
sica) tenha, no sistema gaussiano componentes

o = ot

deve-se usar a transformacao

w2

Segue a expressao

ds? = dr2 — " dg? — 12 402
r

onde devemos substituir r pela expressao acima em funcao de o, 7.

GE —3
Podemos associar essa métrica a de Schwarzschild fazendo o mapa

z+1
P

O dominio (— 0o < z < — 1) equivale a regiao interna (0 < r < n = 2 m) e aregiao
externa (2m < r < oo) equivale ao dominio (0 < z < oo) onde se deve fazer a
identificacao topolégica Z(— o) = Z(00).

A regido (—1 < z < 0) que corresponde a regidao 0 < r < oo equivale a uma
solucao de Schwarzschild com massa negativa. A invaridancia da métrica na
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transformacao de inversao de massa nao é preservada na passagem da variavel
z para a variavel r.

Note que a singularidade na variavel z ocorre para z = —1. No ponto z = 0
que corresponde ao infinito de r nao existe singularidade e pode-se continuar
a estender o dominio da variavel Z com a interpretacao de que se penetra na
regiao onde o sinal da massa deve ser invertido.

GE — 4

A solucao é dada por:

h = hy = constante

Comentario adicional: Na métrica de Minkowski é possivel construir um sistema
gaussiano completo que seja valido para toda a variedade. Isso nao é possivel
na métrica de Godel. Os préoximos exercicios permitirao entender as causas
dessa limitagao.
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GE -6

Segundo [24] [37]temos:

i= Ay (1 2 Si”hz(r)> . V2Bo

cosh?(r) cosh?(r)’

. V2A Bo
= cosh®(r)  sinh?r cosh?r’

) 2
P2 _p2_ \/§Aosmhr_ By
0 0 cosh r sinh r cosh r
z=C,.
GE — 7

A solucao é dada por

sinh r B 2
V(r):<\/§Ao - . ) + D2,

coshr  sinhr coshr
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GE -8

Ver em [38]

GE —9

Seguindo os passos estabelecidos em exercicio anterior, procuramos a equacao
associada de Hamilton-Jacobi. Nesse caso

(sinh2 r—1)
cosh? r

0S., 242 854S ,0S., 1 0S., ,0S5,
i P S S (st . T S (o R st —0.
ot cosh’ r Ot 6<p+(0r +sinh2r cosh? r G(p) +(02) +a

(

Procurando solucao sob a forma

S=XMt+X o+ X3z+ F(r)

onde os )\; sao constantes. Mostre que se tem por integracao direta

arcsin M

F) = P aresin ((Q22PX) ) 2, cgin [ QX —2X) +\/m
? V@ —4PX ’ X\/Q2— 4PN >

(Q+2P)X +Q —2X3

(X +1)/Q2 —4 P22

onde
M:
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X = sinh®(r)
P=X+X+a

Q=2V2 A+ 22X - 2%

A partir da definicao desse novo tempo S obtem-se o sistema gaussiano. Ver
detalhes em [24], [39]

Para que esse sistema gaussiano valha a partir de um ponto arbitrario O deve-
mos escolher as constantes como sendo Ay, = p/a, By = Cp = 0e Dy = 1/a.
Logo,

ds® = dS? — a* (u? —1)dx? + a* R(S, x) dn* +2ha*dx dn — a° dz*

onde a transformacao para esse sistema gaussiano é dada por

SZp,at—l—g\/p?—i-l arcsin \U—i-lf/g arcsin A

n . 1 .
=t+ ———— arcsin ¥ + — arcsin A
X 2v/p?+1 V2
1
nzw—%—I—EarcsinA.

e as funcoes R e h sao as que aparecem na métrica de Godel com a substituicao
da variavel r em termos das novas variaveis, istoé

R(S,x) = —iM(l—sin M) [u? + 3 + (1 — 1) sin M]
h(S,x) = *f Z;ia —sin M).
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onde usamos
p?—1

u?+1

2
= — 2 —
M a\/p, +1(S—pax).

Note que o dominio da validade desse sistema gaussiano é dado por

sinh?r, =

0<r<r..

GE — 10

O campo de velocidades do fluxo de matéria que gera a métrica de Godel tem a
forma

v = 168‘
a
que, no sistema de coordenadas gaussiano que construimos no exercicio ante-
rior se escreve
vt = (u, 1 0,0).
a
O vetor geodético que caracteriza o tempo proprio tem, nesse sistema gaussi-
ano a expressao
q* =45
Segue que
B = Vqo qoc,
mostrando que o parametro n é determinado pelo angulo entre a velocidade do
observador gaussiano e o fluxo do fluido que gera a métrica de Godel.
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GE —11
O fator de expansao tem a forma
Vil +1
O=-2 VT M

a
onde M é dado em exercicio anterior. Essa expansao diverge nos limites de

validade do sistema gaussiano exibindo a impossibilidade de estender o sistema
gaussiano além de um certo dominio.

GE — 12

A aceleracao é dada por [39]

+— (o cosl.w r(2 si.nh22r —1) 0.0).
a2 sinh r (sinh“r — 1)

Tem-se

o — 2 M ¢ cosh? ry (2sinh? r; — 1)
7 "ea3 sinhr (sinh? ry — 1)3/2°

Comentario adicional: note que o vetor aceleracdao é um gradiente. Isso per-
mitira estabelecer uma forma simples na qual essa curva é descrita como uma
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geodésica na geometria de arraste associada no capitulo mais adiante sobre a
teoria da relatividade métrica.

GE — 13
O tensor L,g, por ser anti-simétrico no primeiro par de indices possui 24 com-
ponentes independentes. Impondo a condicao de traco dual nulo reduz-se a 20.

Em geral, usa-se impor condicoes de gauge que nao afetam o tensor de Weyl,
dadas por

/) Traco nulo: Laﬁﬁ =0

ii) Divergéncia nula:  L*P* =0

GE — 15
Use a equacao de vinculo da congruéncia de curvas e obtenha

1
5 hs(Phaa) e s Vl/(waﬁ + O'Oéﬁ)n' — d(pWo) = _Hpa

GE —16

Faca a hipétese de que vale essa relacdo. Note que H, = 0 pelo Lema anterior.
Use a equacéo de evolucao do shear para calcular explicimente E,,, .
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GE — 17

Considere o observador geodésico em uma métrica de Schwarzschild

A
VIJ': (1, E' 0,0)

A=,/2m/r

B=1-2m/r.

onde

Calcule o shear. Use o lema anterior para, a partir do shear, obter o tensor de
Lanczos.

GE — 20

A equacao do monopolo magnético gravitacional é dada pela curva acelerada

d’z*(s) _, dz* dz* N

ds? " ds ds
A forca F* responsavel pela aceleracao é dada por

Fa;y, = Eau +fHa,u.

que satisfaz as propriedades
F,=V,0

0o = 0.
vPVgF, =0,
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ou seja é constante ao longo do movimento.

GE — 21
Seja o mapa dado por
Buv(x) = e?¥() 8uv
e entao
gr‘“’(x) — e 2¥(x) iad
Entao

i =e ¥ u®
Eog = Eug
Hop = Hap

‘:)aﬁ = ed’ Wap-
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GE — 23

Tem-se as duas condicoes sobre as tres constantes:

pr+p+ps=1

(P1)? + (p2)% + (ps)? = 1.

GE — 24

Temos as condicoes

pr+p+ps+pi=1

(P1)? + (p2)* + (p3)* + (pa)? = L.

onde
1_W2:‘/V01‘_'p4
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Note que essa expressao representa um espaco de Kasner a cinco dimensoes,
a quinta dimensao sendo associada ao campo eletromagnético.

GE — 26

Ver solucao em [40] e [41].

GE — 27

A forma covariante é dada pela série

Suv = Muw — huw + huah®, — huo h*F hgy + ...
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GE — 28

Para termos da expressao

g™ = an™ + bow

que a inversa seja também um binémio, isto é,
8uw = AN +Bd,,

a condicao é

S, Y =md*, +nd%,

Nesse caso tem-se as relacoes

1
A=-—
a
€
B = —
a(l+edx,)
onde pusemos
b
E=—.
a

GE — 32
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As equacoes sao

Ry, = —i (1/;')’# D,y — D;ﬂ/;'yu ¢> +(pk—v)
YDy =0
GE —33

Trata-se de um fluido com fluxo de calor no plano ortogonal ao vetor de rotacao
possuindo anisotropia. Mostre que essa geometria tende assintoticamente a

eliminar suas irregularidades: o fluxo de calor, o shear e a expansao se anulam
para valores grandes do tempo [42].



6 MODELOS COSMOLOGICOS NAO-
SINGULARES

Introito

No comeco dos anos 1960 uma série de teoremas provocaram uma modificacao
no status da questao singular na teoria da gravitacao tornando aceitavel pela
comunidade cientifica a presenca de uma barreira infinita na representacao da
geometria do universo. Essa situacao conflitava com a descricao convencio-
nal. Ver [43] para uma discusao completa dessa questao. Vamos considerar um
desses teoremas.

Teorema da singularidade (S. Hawking, 1967)

As quatro afirmacoes seguintes nao podem ser verdadeiras simultaneamente
para um dado espaco-tempo M :

Existe uma hipersuperficie compacta do tipo espaco (sem fronteira) S;
A divergéncia © dos vetores normais a S é positiva em todo ponto de S;
e R, v¥v¥ <0 para todo vetor v* do tipo tempo ou nulo;

o M é geodesicamente completo em todas as direcoes do passado.

Nos modelos simples do tipo cosmologia de Friedmann a aplicacao desse teo-
rema implica inevitavelmente a existéncia de uma singularidade. Em diversos
exercicios que sao propostos nesse livro, essa singularidade nao ocorre. Quais



100 Capitulo 6. Modelos cosmoldgicos nao-singulares

dessas quatro hipoteses desse teorema vocé considera mais fraca? Examine
nos exemplos nao-singulares dos exercicios aqui apresentados qual item des-
ses quatro é violado.

MCNS — 1

Considere o modelo de universo conformalmente plano de métrica dada por

dr?
1+1r2

ds? = dt* — C?(t) ( + r? d§22>
onde d0? = d#? + sin? @ dy?. Essa métrica pode ser escrita sob a forma

dr?
1+1r2

ds® = C%(n) (dn2 — —r? dQ2)

ou, ainda
ds* = C*(n) (dn2 — dx? —sinh? x sz) :

A fonte dessa geometria, que satisfaz a dinamica da relatividade geral, € um
campo eletromagnético acoplado nao minimamente a gravitacao controlada pela
lagrangiana

1 1
L=— 1+ XA AHYR—-F*F,,.
2 K ( + [ ) 4 122
Qual deve ser o valor do campo A, para que essa solucdo homogénea e isotro-
pica seja dada pela métrica acima com
C(t)y=a + t°
ou, equivalentemente
C?(n) = a3 cosh? 7.

Qual o limite assintoético (para t — +0c0) dessa métrica?
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MCNS — 2

Considere um campo escalar ¢ em interacao gravitacional descrita pela relativi-
dade geral cuja dinamica é dada pela lagrangiana

L=9,0*0"d — o ®*
gerando uma métrica da forma
ds® = a(n)?[dn® — dx? — sinh?(x) (d8? + sin? 8 dp?)].
Mostre que se o campo é dado por [44]
f
®=,/3/x-
/ a

as equacoes da relatividade geral e do campo assumem a forma
=1

"
a
a
!

' +20 L 4252203 =0
a

onde x' representa a derivada de x em relacio ao tempo conforme 7. Compatibi-
lidade dessas equacoes impoem:

A
o= —
6
f"—f+f=0
dt
O fator de escala como funcao do tempo gaussiano t definido por n = [ m

tem a forma

A(t) = Vit2 - L?
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onde L é uma constante. Mostre que das trés possiveis solucoes para f =
constante a solugéo trivial (f = 0) é instavel e as outras duas (f> = 1) sdo
estaveis.

MCNS — 3

No exercicio anterior, escrevendo a equacao do campo métrico sob a forma

G;w = _K(ren)Tp,u
tem-se para a energia no estado fundamental

3L2

que mostra a violacao da positividade e que induz, em alguma fase do universo a
inversao do sinal da interacao gravitacional. Quando, nesse modelo, isso acon-
tece?

MCNS — 4
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Considere a teoria de um campo escalar real nao minimamente acoplada a geo-
metria pela lagrangiana

1 1 1
L= V=8| 5R + 50.40°¢ — V(#) - =R,

onde g = det(g.s), R € o escalar de Ricci e o potencial é dado pela auto-interagao

V($) = s — sodt

Calcule as equacoes de movimento do campo escalar e da geometria.

MCNS — 5

No exercicio anterior, mostre que o tensor de energia-momentum do campo es-
calar tem a forma

1 1
Tap(P) = OadpOpd — 5 <5u¢5“¢ — m*¢? + 0¢4>gaﬁ ~5 (vavﬁ¢2 - D¢2gaﬁ> — Vogap

Questao: esse tensor se conserva? Mostre que pode-se escrever

1
Raﬁ - §Rgaﬁ — _Ea (¢),

onde o tensor conservado de energia-momentum é da forma

6T,
Eosl) = 720).

Existe alguma solucao homogénea do campo escalar tal que corresponda a um
estado de vacuo estavel, que minimiza E?
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MCNS — 6

Mostre que E(¢,), do exercicio anterior, exibe trés regides incomunicaveis, duas
delas contendo minimos locais em ¢, = i2\/Vo/m, a outra contendo dois ma-
ximos instaveis e um minimo meta-estavel em ¢, = 0. Calcule o resultado para
a equacao da métrica quando o campo escalar se encontra nesses estados e
mostre que se pode escrever

3m?¢2 — 30¢t — 6V,
R““( ey Sab

Segue entao

MCNS — 7

Introduzindo matéria na teoria anterior de tal modo que essa matéria nova tenha
traco nulo T = 0, a solucao constante nao trivial para ¢ que extremiza a densi-
dade de energia £(¢) continua sendo a mesma obtida anteriormente. Mostre que
a dinamica da geometria se escreve (no estado fundamental do campo escalar):

3m’k
Rap = — [ s—o—— | Ts
g (3m2—2,<\/0> g
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onde exibimos a constante gravitacional explicitamente x = 87G. O termo mul-
tiplicando o tensor de energia-momentum de matéria ordinaria (como por exem-
plo, um gas de fotons) pode ser visto como uma “renormalizacao” da constante
gravitacional. Ou seja, no regime onde

3
K\/() > §m2

é satisfeita, a interacao gravitacional tem seu sinal invertido e se torna repulsiva.

MCNS — 8

Considere a dinamica descrita pela lagrangiana de um campo escalar B e a gra-
vitacao na relatividade geral dada por

L =R+ L(B)
com
L(B) = 8,B8*B — V(B)

Escreva as equacoes de movimento variando a acao associada a essa lagrangi-
anaemrelacdoag, e B.

MCNS — 9
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No exercicio anterior, quando o potencial é da forma

1 1
V=m*B>+-0B*
2 4
pode existir o mecanismo de quebra expontanea de simetria, onde a solucao
homogénea B = B, = contante # 0 € um minimo do potencial. Mostre que
nesse caso a distribuicao de energia do campo B coincide com uma constante

cosmoldgica.

MCNS — 10

Considere a teoria anterior modificada por um multiplicador de Lagrange ¢ da
forma
L=R+el,

onde
L,=0,Bo*B—V(B)

com )
m g
V(B) = — B? + = B*.
(B) > +4

Mostre que quando existe quebra expontdnea de simetria, contrariamente ao
caso anterior, o vacuo dessa teoria nao gravita.
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SOLUCOES

MCNS —1

Fotons nao lineares

A forma da geometria é a de um universo espacialmente homogéneo e isotrépico
[45], [43]:
ds® = dt* — a*(t)do?

A fonte desta geometria € o campo eletromagnético em interacdo nao minima
com a gravitacao descrito pela lagrangiana (faremos aqui k = 1).

R 1
L= (L+BWWH) — L F*™ F,

onde fizemos « = 1. Seguem dai as equacoes

FH., = —2B RWH

(1+BW?) G =B (OW2 gy — W2, — RW,W,) — Ey,
onde
E,.

representa o tensor de energia de Maxwell:

o 1 (e
Eu, = FFou + 2 GuvFapF*.
O traco dara
R =—-3B80W2

Dai
Fr., — 682 OW2W*H = 0.
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A nao linearidade é uma consequéncia do acoplamento direto com a curvatura
da métrica. Ja vimos esse tipo de propriedade acontecer no caso do campo
escalar. Vamos procurar por uma solucao onde W, seja um gradiente:

W, =W(t)s.
Isso implica na condicao
F., =0.
Definindo a quantidade 2
Q(t) =1+ BW?

o conjunto de equacoes reduz-se a forma:

8
P
a Q
a a 2¢ an
Zao(E =222
a+ (a)+a2 Q
E a 1 (¢ o62-1 an
R I (i P -2
a ) 572<0+ o2 ) aQ
OoQ =0.

Isto é,

Q = constantea 3,

cuja solucao é dada por

a(t) = /2 + Q2

onde @ é uma constante que mede o valor minimo do fator de escala e fizemos
B = —1. Quando Q = 0 o sistema se reduz ao espaco vazio de Minkowski, escrito
no sistema de coordenadas de Milne.
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Comentario: Considere teoria dada acima, acoplamento nao-minimo do campo-
eletromagnético com a gravitacao no esquema da relatividade geral. Definindo
as variaveis

X =32
a
Q
Z=>
Q

mostre que o sistema dinamico se reduz as equacoes [46]

. 1
X:—§X?+XZ

7=-72_XZ

Estude as curvas integrais desse sistema e discuta os diversos cenarios cos-
moldgicos que ele oferece. Identifique a solucdo que tratamos acima de um
universo eterno (sem singularidade).

MCNS — 2

O modo mais direto de examinar a estabilidade dessas solucées (com f cons-
tante) é examinar o sistema planar autonémo associado pondo x = f para obter

dx_

Tn_y
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Os pontos criticos desse sistema sao dados por

@mm):(am
(xa,ya) = (=1,0)
(XB,}/B) = (110)-

Pontos A and B representam solucoes estaveis

1

p 1
(AB) — /—20_ A
Da equacéo de g,, obtem-se o valor da constante L
2 K

B 240
que determina o valor minimo para o fator de escala.

MCNS — 3

A renormalizacao da constante de interacao se escreve, para esse modelo:

1 1 ¢ 12087 —k/2

Kren K 6 120k A?
Ou seja, tem-se a possibilidade de uma gravitacao repulsiva:

K
t2<%:>Kren<O
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e, por outro lado,

K
t2>m:>1{,en>0.

MCNS — 4

Temos

1 1 1
(1= 59) (Rap — 5R8as) = ~Eap + 5 (VaVsd® — 0¢gas ) + Vogas.

onde .
Fup = a0+ (au¢aﬂ¢ g e 3 a¢4> £as

1
O¢ + m°p — 20¢° + cRe=0.

que pode ser escrita como (mostre)

O¢+ <m2 _ §\4)> b+ (ém2 - 2a> # = 0.

MCNS — 5
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Temos
3m?¢: — 3o¢s — 6V,
E(¢0) = : 6 . ¢20 )
0

Note que além da solucao trivial ¢, = 0, existem duas outras

0" 120 — m?’
Mostre que a solucao constante nao trivial que minimiza a energia no caso em
que o = m*/8V,, vale

MCNS — 8

Tem-se
1 1
Ry, — ERgW: —GMBGVB+§LgW

16V
0By 1% g
YT I
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MCNS — 9

Com efeito, temos quando B = B, duas solucoes possiveis:

B, =0.

B\/ =4/ —m2/a
onde assumimos m?> < 0 e ¢ > 0. Como
R VAN VY VA
—_— = ——m
0B> dBB
para o caso B; e
5%V
8 B2
para o caso B, Vemos que se m’> < 0 em B; existe um maximo e para B, um
minimo. Correspondentemente a energia desses estados é dada por

= -2m?

T =V gu.
Logo,
T[.LIJ(B].) — O
4
m
Tuu(BV) = - 870_gp.u

Logo este estado se identifica com uma constante cosmoldgica.
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WIST

WIST —1

As equacoes da relatividade geral podem ser obtidas a partir da hipotese de que
a métrica é riemanianna e sua dinamica se obtém a partir da variacao do tensor
gu, Na lagrangiana

L=R.

Considere essa mesma lagrangiana mas ao invés de assumir a priori que a ge-
ometria seja riemanniana considere que ela seja afim, isto é, faca a variacao
independente de g,, e da conexao FZB. Mostre que essa dinamica impoem que a
métrica seja riemanniana.

WIST — 2

Como fica alterado o resultado anterior se introduzimos matéria acoplada mi-
nimamente a geometria? E quando o acoplamento nao for minimo, como por
exemplo no caso de interacao conforme com um campo escalar?

WIST — 3
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Mostre que o escalar de curvatura desse wist pode ser escrito em termos do
escalar de curvatura da geometria de Riemann associada e do vetor de Weyl WV, .
Calcule também a expressao da curvatura contraida R,, em termos dos objetos
definidos na geometria de Riemann associada.

WIST — 4

Mostre que o principio variacional (assumindo a priori a geometria riemanniana)
para a Lagrangiana quadratica se escreve:

5/\/—gR2 d4X:/ V=g T, dg" d*x
onde

1
Tw=2RR,+2R,,—2V,V*Rg,, — 5 R*g...

WIST — 5

Mostre que o principio variacional (assumindo a priori a geometria riemanniana)
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para a Lagrangiana de segunda ordem R, R*” se escreve:

5/\/—gRW R‘“’d4x:/ V=g, dg" d*x

onde

1 1
Au =2Rua RS — B Rap RF uv — B V. V¥R gu, + RA;L;V;A + RAU;M:A-

WIST — 6

A. Sakharov propos modificar a dinamica da Relatividade Geral, quando aplicada
a cosmologia, pela forma

Ls = R+ aR?+ BR.,R" + YRupu, R*PH

Mostre que se o, £ et 7 sao constantes entao a dinamica obtida dessa Ls é
equivalente a obtida da forma

Lay = R+ aR* + bR, R*

onde a e b dependem de o, S et +.

Mostre também que um universo espacialmente homogéneo e isotrépico essa
dinamica é equivalente a dinamica obtida pela forma

Loy=R+ AR?,
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WIST — 7

Um espaco de Weyl integravel é determinado por um tensor métrico e um campo
escalar. Considere a transformacao

Buv — g;w = exg;w
poP=p+Xx

onde x é uma funcao arbitraria. Como se transformam, por esse mapa, a cone-
xao e as curvaturas associadas?

WIST — 8

Construa uma dinamica em um WIST que seja invariante por essa transformacao
acima. Desenvolva em termos da geometria de Riemann associada e escreva a
teoria como em um espaco de Riemann.
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WIST — 9

Considere a acao

Swa = [ V=ge *(R+ B up")

no espaco de wist. Mostre que ela é invariante sob o0 mapa conforme
~ _ =2
8uv — Buv = € uv-

Como varia ¢? Re-escreva essa dinamica em termos das quantidades de Rie-
mann associadas [47].

WIST — 10

Existem trés invariantes que podemos construir com as quantidades de um wist
possuindo dimensédo L2 :

o R,

o W¥wy

o w<,
onde w é o campo wist. Escreva a forma mais geral da lagrangiana e obtenha
as equacoes de movimento para w e o tensor métrico. Escreva essa dinamica
usando a curvatura riemanniana associada.
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WIST — 11

Vamos aplicar a teoria wist para produzir um modelo cosmoldgico.

¢ Mostre que quando o campo wist for fungcao somente do tempo gaussiano
ele da origem a uma métrica do tipo Friedman ds> = dt> — do? cuja fonte
pode ser identificada com um fluido perfeito tal que p, = p, = — 2 w02

2
¢ Qual a forma do fator de expansao a(t)?

Mostre que é possivel gerar gracas ao wist um cenario cosmoldgico com as
seguintes caracteristicas [48]:

e Para valores grandes do tempo césmico a geometria coincide com o uni-
verso (plano) de Milne;

¢ O universo tem um bouncing, isto é, esse cenario nao tem singularidade;

o A fase em contracao é acelerada.

¢ Quando acontece o maximo desvio da geometria riemanniana?

e Examine as propriedades da inversao temporal nesse cenario,

¢ Mostre que uma integral primeira das equacoes se escreve w = ;’Tgarc cos ["’;0] ?

e A constante v pode ser positiva ou negativa. Ela pode ser escrita como
v? = 6 a3 /2. Qual a consequéncia de um sinal ou o outro sobre a forma da
geometria?

Examine se essas solucoes geram cosmologias distintas.

WIST — 12

No exercicio anterior defina a variavel ¢ = w. Escreva as equacoes do sistema
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(a, o) e mostre que a evolucado do campo o pode ser descrito como equivalente a
um corpo de massa unitaria movendo-se no potencial V(o). Qual a forma desse
potencial?

WIST — 13
Vimos que o escalar
— pafuv p*
I =R Rig.,

€ um invariante topolégico e que nao contribui para a dinamica da geometria.
No entanto é possivel construir funcionais de I que podem servir como modifi-
cacoes a dinamica da gravitacao.

Considere [49] a lagrangiana

L=R+By1—(I/B2)?—B+Ln

Calcule as equacoes de movimento. Mostre que no caso das solucoes de Schwarzs-
child, Godel, Kerr e Friedmann esse termo nao contribui, pois para essas geo-
metrias I = 0. Nessa teoria o tensor de energia-momento 7" se conserva?
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SOLUCOES

WIST —1

Variando a métrica 6g,, obtém-se
Ry =0.
Variando a conexéao 4I'j;, obtém-se

8uvix = 0.

WIST — 2

O acoplamento minimo nao altera a propriedade da geometria ser riemanniana.
No entanto, acoplamento nao minimo afeta. Considere o caso, por exemplo, de
um campo escalar ¢ acoplado da forma que a lagrangiana se escreve

L = R ¢?

A variacao independente da conexao Fgﬁﬁ implica que a geometria é do tipo de
Weyl especial (wist) dada por

Euvx = VV,)\ 8uv-
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onde
2>\
Wi = - e
WIST — 3

A definicao da derivada covariante em wist é dada por

1
V(X

= P f——
s e ™ 5

(e [e% v o
(wMV - w*'V, +w,V 5#)
onde o simbolo || representa a derivada em Riemann. Tem-se de um calculo

direto:

1 1
0 A
Ry, = Rzu—wuuu——w“wu——gw,(ﬂ wWw—wyw).

2 2

e, consequentemente

R:R°+zw°‘wa—3ﬂow.

onde RJ, é o escalar de curvatura de Riemann construido com a conexéo de
Christoffel.
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WIST — 7

Temos:

M =%
Raﬁﬁw = Raﬁm/

Ru., = Ro..

Ou seja, todas essas quantidades sao invariantes. Note entretanto que o mesmo
nao acontece com o escalar de curvatura:

R = e XR.

WIST — 8

A acao
Sw = /\/—g e¥*R
é invariante sob aquela transformacao. Essa lagrangiana pode ser escrita como

3
Sw = /x/—ge“"(RO —30¢ + > NS
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onde todas as quantidades sao construidas no espaco de Riemann associado.

Mostre que essa dinamica se escreve, a menos de uma divergéncia total sob a

forma
0o_3

2<p,u<p’“)-

Sy = /\/—_ge“”(R

WIST —9

Temos

Sw= [ Vg IR+ (B~ et

WIST — 10

Temos

S= [ V=8 (R+&uw)

Para eliminar um desses invariantes usamos a identidade
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3
R = R°+§w"‘wa—3w;‘"

Pondo
S:/ V=8 [R+ Aw® wy]
onde o parametro sem dimensao ) vale

3
A=—-—2¢&.
2 E

Variando independentemente o tensor métrico e o campo w, temos:
Ow=0.

onde o operador O se calcula ha geometria riemanniana associada e também

1 1
R, — 5 Rg., +V,V,w—2(¢—-1)V,0V,w+ (§— E)Vawvo‘wgw =0.

WIST — 11

Temos para o campo wist, nessas condicoes:
wy = Ow(t) = wé)
onde o ponto sobre a fun¢ao significa derivada temporal. Uma primeira integral

é obtida imediatamente dando como resultado

w="va">
onde v = é uma constante. As demais equacoes da relatividade geral impoem:

2
dtet g (@a)=0
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)\2
2aé+é2+s—?(wa)2:0,

onde ¢ = (0, +1, —1) é o valor do parametro da tri-curvatura.

Quando (3—4¢) = —2)2 < 0 obtém-se um universo aberto (i.e., ¢ = —1). Obtemos
entao a dinamica fundamental dada pela equacao

4
Fofy)
d

onde a, = constante = [y>)2/6]'/4.

Da relacao
2
N = /6 20
A

segue
2
w® = w{Parc cos {ao}
a

Temos, em ambos os casos

Ou seja, independentemente do sinal das fungées de wist (w*), w(H)) e (W), W)
elas produzem o mesmo cenario cosmologico. O sistema é invariante por inver-
sdo temporal t — (—t) se w(*) é transformada em w(~) — e reciprocamente [48].

WIST — 12

Temos o sistema
d+3yata=o.
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Dai 1
5 (a)2 +V(o)=0
onde
3N 4 2 a3
V(a):T(a — b 0°?)
com
b2 — 6)\72 ,y2/3
WIST — 13

A dinamica é dada por

po Lo P BN
SR UL TN R






7 CRIACAO DE PARTICULAS PELO CAMPO
GRAVITACIONAL

CP—-1

Consideremos um campo escalar obedecendo a equacao

Op+m?p+€&Rp=0.

mergulhado em uma métrica conformalmente plana da forma

ds* = a*(n) (dn* — do?)
As solucoes (com norma positiva) sao dadas por [50] [51]

ik.x

pr(n, x') = m x«()

Mostre que a equacao satisfeita por x é
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Quanto vale V/(n)?

CP—2

Considere o caso particular do universo eterno onde assintoticamente (para tem-
pos infinito passado e futuro) a geometria coincide com a forma de Milne, como
vimos em capitulo anterior dada por

ds® = a° (dn® — d&? — sinh(£)(d6” + sin> 6 d?)) .

com

_ 2 2
a = ag cosh’ n.

Nesse caso podemos resolver a equacao para o campo escalar obtendo (mostre
isso) para o infinito passado, a expressao

1

xk(m) ~ xx(n)"(n) = Ve

—iwn

e no infinito futuro

1
ﬂ):ﬁ(

Os coeficientes de Bogoliubov o, 5, sao dados como na teoria quantica de cam-
pos em espaco plano, isto é, dadas duas representacoes de um mesmo campo
escrevendo

Xk (1) ~ xk(m)*( o e T+ By e™m)
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o => (akfc+ ai f)

ou como podemos, alternativamente, usar uma combinacao linear da base f;
tem-se

Q= Z(ak f +af £F) = Z(bk hi + b h})

compatibilidade requer (transformacao de Bogoliubov):
=3 (b — B by)

bk = Z (Otjk aj + ﬁj*k af)

Mostre que o numero de particulas criadas pela expansao se escreve

1
N = (27ra)3/’5k\2 d’k

CP—3

Mostre que em um universo conformalmente plano, o numero de fotons é cons-
tante, isto é, a densidade dos fotons

obedece a esquacao
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onde © é o fator de expansao e o acoplamento entre 0 campo eletromagnético e
o gravitacional se da via interacao minima.

Mostre que, em geral, o campo gravitacional de um universo espacialmente ho-
mogéneo e isotropico nao é capaz de criar (ou destruir) particulas que estao
associadas a campos que sao invariantes por transformacao conforme.

CP—4

Um gas de fotons obedece a estatistica cuja funcao de distribuicao é dada por

1
exp(w — p)/T] — 1
onde o potencial quimico do foton 1., = 0. Essa propriedade esta intimamente
relacionada a questao anterior. Ou seja, é possivel contornar a proibicao de
criacao de fotons por um campo gravitacional cosmico se a interacao dos dois
campos (gravitacional e eletromagnético) nao se da via acoplamento minimo.

dN, =

Considere a lagrangiana do campo eletromagnético dada por

1
Lem =~ Fus F* + B R Fuy F**

mostre que o numero de fotons nao é preservado e que se tem:

n(1—2BR)+n©=28n(R+RO).

onde © é o parametro de expansao.
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CP—5

Suponha [48] que o potencial quimico do foton em interacao nao-minima com
campo gravitacional cosmoldgico tenha a forma fenomenolégica

Ap=—b’0
Mostre que o potencial termodinamico (2 = — PV se expressa como

Q= vr w?In(1 — exp(—(w — Ap)/T)) dw

7(-2
onde se deve integrar no dominio (0, c0) e Ap é dado acima.

CP—-6

Vamos comparar as relagoes termodinamicas do foton nos dois casos estuda-
dos aqui de interacao gravitacional minima e nao-minima.

Calcule a energia p, pressao p,, numero total de fotons N no volume V, a energia
livre § , a entropia especifica s.
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SOLUCOES

CP—-1

Temos

CP—-6

Vamos chamar as quantidades via acoplamento minimo de X, ,c e as de acopla-
mento nao minimo Xypcc. Temos

7!'2

= T
PHMC 15

6 e mP
PHDCC = 3 Ty

onde a soma se da no dominio 1 < m < 0.

m#
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2
Nyme = = ¢3)\vT

2 3 e mP
Nupce = 2 VT Z

onde a soma se da no dominio 1 < m < 0.

m3






8 TEORIA DA RELATIVIDADE METRICA

O principio da relatividade métrica estabelece que o movimento de qualquer
corpo cuja trajetoria no espaco-tempo de Minkowski é acelerada pode ser des-
crito como livre de qualquer forca em uma geometria associada que chamamos
geometria de arraste [52]. Os exercicios desse capitulo irao se concentrar nessa
equivaléncia que podemos sintetizar na frase:

toda aceleracao pode ser geometrizada [53] .

RM —1

Mostre o seguinte lema:

Dada uma congruéncia de curvas aceleradas (v) no espaco-tempo de Min-
kowski tal que o vetor aceleracdo admita um potencial a, = 0,V, é sempre
possivel construir uma geometria de arraste da forma

g =0+ BV,
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tal que suas trajetorias sejam geodésicas na geometria de arraste e

1+B8=e?"

RM — 2

Calcule os valores dos parametros cinematicos na métrica de arraste.

RM — 3

Mostre, usando a formula do determinante de g,,, que a métrica de arraste pode
ser escrita sob a forma

g/.u/ = Nuv — (1 ‘l’é) Vi V.

Equivalentemente podemos escrever o potencial da forca externa sob a forma:

W= iny/—g.
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RM — g4

Mostre que uma congruéncia de curvas sem expansao, sem shear e sem vortici-
dade, com aceleracao gerada por uma forca que possui um potencial, obedece
a dinamica classica (newtoniana).

RM — 5

Mostre o seguinte Lema:

Para uma congruéncia I'(v) de curvas aceleradas no espaco de Minkowski tal
que

(Vuo — Vo) vV =0

com moédulo N : v, v, n*¥ = N, é sempre possivel construir uma geometria de
arraste cuja métrica tem a forma

gut/ — nl-“’ + Ig VM vy
tal que essas curvas sejam geodésicas na métrica de arraste satisfazendo a

condicao

1+8N=—.
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RM —6

Considere o caso geral no qual a aceleracao nao é dada em termos de uma sé
funcado. A forma da geometria de arraste requer uma dependéncia mais geral
dada por

GHY — g L R v+ mat a” + nat vy,
g n

onde a* v*) = a* v¥ + @ v*. Os trés parametros b, m, n estdo relacionados aos
trés graus de liberdade do vetor aceleracao. Calcule a correspondente forma
covariante.

Isso significa que é possivel transformar a trajetéria de uma particula submetida
a qualquer tipo de forca em um movimento geodésico através da mudanca da
métrica em uma métrica de arraste. Um tal procedimento pode ser entendido
como a extensao relativistica do principio de d’Alembert, ou seja, toda acelera-
cao pode ser geometrizada.

RM — 7

Vamos considerar uma particula acelerada em um sistema girante na métrica de
Minkowski. O espaco-tempo de Minkowski escrito no sistema cilindrico (¢, r, ¢, z)
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tem a forma
ds®> = &°[dt* — dr* — dz* + (h* — w?r?)d$* + 2h dgdt].

Considere o campo de velocidades

1
v = ————§5.
av h? —w?r?
Qual a métrica de arraste que leva o corpo com essa velocidade a ser uma geo-

désica?

RM — 8

No exercicio anterior, considere a situacdo onde h> — w?r?> > 0. Isso permite a
presenca de CTC (closed time-like curves) ha geometria original que sao mapea-
das em CTC na métrica de arraste. Mostre que existe uma singularidade real no
valor r = h/w e que gy, muda de sinal em

W+ R4
o

eri:

RM —9
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Até aqui consideramos somente corpos em movimento no espaco-tempo de Min-
kowski. Vamos agora considerar situacoes onde o background é curvo, como
ocorre nas teorias da gravitacao. Vamos mostrar que o método de eliminar a
acao de qualquer forca sobre um corpo pode ser realizado nao somente na geo-
metria plana de Minkowski mas em qualquer geometria riemanniana.

Mostre que a trajetoria dada pelo vetor velocidade
I

_ H <o
VPL_ 1—75“

é acelerada na métrica de Schwarzschild

ds? = (1 — rTH)dtZ _ dr® — r*(d6? +sin? 0 dyp?).

I
(1—12)
Calcule entao a geometria de arraste que leva esse caminho acelerado a ser uma
geodésica. Calcule a curvatura contraida de Ricci da métrica de arraste.

RM — 10

Mostre que a trajetéria dada pelo vetor velocidade

1
vk =10,0, 0.
( asinhry/sinh?r —1 )

é acelerada na métrica de Godel descrita no sistema de coordenadas cilindrico
pela forma

ds® = a°[dt* + 2 h(r)dtdp — dr* — dz* + g(r) dy?]

onde h(r) = v/2sinh®r e g(r) = sinh’ r(sinh® r — 1) e a é uma constante relacio-
nada a vorticidade a = 2/w?. Calcule entdo a geometria de arraste que leva esse
caminho acelerado a ser uma geodésica.
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RM — 11

Calcule as geodésicas na geometria de Gédel e mostre que o dominio r < r,
onde sinh? r. = 1 separa as regides causal e ndo-causal (ver [53]). Mostre que
isso é devido ao fato de que as geodésicas que atingem o valor r = 0 sao confi-
nadas a um dominio €; definido por 0 < r < r.. Note que o campo gravitacional
é finito em r = r.. Mostre que na geometria de arraste a situacao é diferente
pois em sinh? r = 1 existe uma singularidade real na métrica de arraste. Ou seja,
somente o dominio exterior é permitido. Isso significa que para essa classe
de trajetorias aceleradas em Godel, a geometria de arraste consiste em toda a
regiao nao-causal de Godel.

RM — 12

Mostre que a trajetéria dada pelo vetor velocidade

v =000, !
\/—(r2 + a%)? + a°%

no plano equatorial (6 = 7/2) é acelerada na métrica de Kerr que no sistema de
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coordenadas de Boyer-Lindquist tem a forma

2M 2 4Mrasin® @ 2Mra*sin* 6
ds? = (1 _ r) dt2—pzdr2—p2d92+r225mdtd¢— (r2 + 2%)sin26 + rap;'”

P 4"

onde ¥ = r? + a> — 2Mr e p> = r?> + a° cos? . Calcule a aceleracdo desse campo
de velocidades e a geometria de arraste que o torna uma geodésica.
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SOLUCOES

RM —1

Pomos

Nuviv’ =1

Segue entéo a, v* = 0. A expressao covariante tem a forma

g;w = Nuv — m Viu V.
Note que o simbolo chapéu (*) denota objetos na geometria de arraste onde a
métrica é g*“. A derivada covariante de um vetor arbitrario S* nesta métrica é
definida por

S, =5, +f, 5,

onde a conexao é dada por

N , ;
P = 5 (0% + BV v) (Bopw + Bawss — Buva),

Pondo
H=Q e
Entdo 7, = g, V”. Impondo que ¢* tem norma unitaria na métrica de arraste
implica
Q=(1+p)"2

Para identificar esta congruéncia gerada por v, com v, devemos impor que
seja uma constante do movimento, isto é que ao longo do movimento seja cons-
tante ou seja v* 9,02 = 0. A congruéncia (V) é geodésica se

A

Ay re =~ o
Vo V7 — I‘W v.v’ =0.
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onde virgula (, ) denota derivada simples. A descricao de uma curva acelerada
no espaco plano como uma geodésica na métrica de arraste é dada por

(v“y,, - ffw ve) v/ =0, (8.1)

Lembrando que a aceleracao na métrica de fundo é 2, = v, , v/ podemos escre-
ver a condicao da geodésica como

_f v
oV =17, vev”
O lado direito se escreve

1+ 8

e v __ a VoA
rw vevy = VOV Bavp

obtendo assim a condicao requerida:

1
3.+ 0uln(1+ ) = 0.

RM — 2

O projetor é dado por

>

we = Buv — Vu Vu.

Logo,

>

wy — h/.l.u
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O fator de expansao

usando

vale

Para o shear tem-se

e para a vorticidade

0Q>

RM — 4

Use a equacao de evolucao da expansao para obter

onde V é o potencial.

V¥ =0

RM — 5
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Temos

N=v,v,n" #1

Segue, das condicoes da velocidade que podemos escrever

ay =V, V' = ;GMN

Pondo para a geometria de arraste a formula
M = Bk v

A condicao para que o vetor 7, = v, seja normalizado é dada por:
vt =v,0,8" =1

Segue entao

1
1 N=—.
+ B N
A equacao da geodésica tem a forma
1 1
N Vi V7 — 2 Bapu V° v =0

que um calculo direto implica na condicao que permite re-escrever a métrica sob

a forma
(1-N)

N2

v vy,

g =+

RM —6

Tem-se
8w = NMw +Bwv, +Ma,a, + Nay v,
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onde B, M, N sao dados em termos de b, m, n pelas relacoes

b(1— ma?®)+ n*a?
(1+b)(1—ma?) + n?a%

M=t (-m+ "
1-ma? (14+b)(1—ma2)+n2a2)’

n
(1+b)(1—ma?) +n?a%

RM — 7

O observador

tem aceleracao dada por

que é um gradiente

onde
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Segue entao que a métrica de arraste é dada por

ds2 4,4 2,202 4 2h
$* Wit - W+ dt? + dd? + —" _dé dt — dr® — dz2.
h2—w2r2

2 (h? — w?r?)?

RM —9

A aceleracao é dada por

rH
=10, ————,0,0].
Iu ( 2(r?2 —rry) )

Ou seja, € um gradiente da funcao V :

1 rH
V=—2IIn1-2).
5 In(1—-7)

Usando os lemas estabelecidos anteriormente obtemos a geometria de arraste
1
(=)

onde o coeficiente b da geometria de arraste é dado por

ds’ = dt® — dr?® — r*(d6® +sin® 0 dp?).

b=—"

r

As unicas componente nao nulas da métrica de arraste g*” sao
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Mostre que todos invariantes de Debever sao finitos, exceto na origem r = 0.
Como interpretar essa geometria no esquema da relatividade geral?

RM — 10

As componente contravariantes da geometria de Godel sao dadas por (mostre)

gOO _ 1 —sinh®r
a2 cosh’r’
V2
02
_ _ve_ 8.2
g a2 cosh® r (8.2)
g2 = -1

a2 sinh® r cosh?r’
A aceleracao do campo de velocidades em questao é dada por

+— (o cosh r[2 si-nh22r —1] 00).
a2 sinh r [sinh” r — 1]

Ou seja é um gradiente: a, = 0,V, onde

VW = — In(sinh ry/sinh® r — 1).

Podemos assim usar os lemas anteriores onde o parametro b da geometria de
arraste é
14 b = sinh? r(sinh? r — 1).

Segue entao que a geometria de arraste é

—~2

ds 3 —sinh*r V2
= dt? + d¢p* + 22— dp dt — dr* — dZ*.
a2 (sinh?r —1)2 et sinh? r — 1 ¢ ' ‘
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RM — 12

A aceleracao é dada por

r3— Ma?
=10, — ,0,0].
u ( r* + r2a2 +2Mra? )

Ou seja, a, = 9,V, onde
2
20U = —In l— <r2+a2+2Ma )] |
r

O parametro b é dado por

2M 2>
1+b:—<r2+32+ a)'

r
e a geometria de arraste no plano equatorial tem a forma

2

ds 1 ( oM 4M2Z2 Ma

(1+b)r

2 (1+b)2

1-=2 b

dtd¢ — izd 2
r r2 AT

)dt2+d¢2+



9 MIMETISMO GRAVITACIONAL ASSO-
CIADO A CAMPOS ELETROMAGNE-
TICOS

DE —o

Pequeno resumo da teoria da propagacao das discontinuidades pelo método de
Hadamard [18].

A descontinuidade [f]> de uma dada funcao f(x*) através ¥ é definida pelo limite

[F()z = lim (FD(x +€) = FO(x —¢)), (9.1)

e—0t

onde Y é a hipersuperficie de descontinuidade de equagio ¥ (x*) = 0,e f(!) e f(?)
sao valores de f nos dominios 1 e 2 separados por . A ideia basica do metodo é
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investigar a compatibilidade entre uma descontinuidade do campo e a estrutura
das equacoes a derivadas parciais. Admite-se que o campo é continuo através X
mas em alguma ordem de suas derivadas ela seja descontinua. Consideremos,
por exemplo, que a primeira derivada seja descontinua:

[fals # 0, (9.2)

Mostra-se [54] que as diferenciais da funcdo f em ambos dominios df() = 9,1 dx®
e df® = 6, dx~ sado continuas. Segue entio a relacdo fundamental

[df]y = [Bufly dx® =0

o que significa que [0,f]y é ortogonal a hypersuperficie. Em outras palavras,
deve existir um escalar x(x) tal que

[Oafly = X(X)ka

onde k, = 0, é o gradiente da superficie de discontinuidade > = constante.

O tipo de descontinuidade depende da ordem da equacao diferencial investi-
gada. No contexto de segunda ordem, derivadas da ordem D > 2 serao em
geral discontinuas. Quando existe uma tal descontinuidade, diz-se que existe
uma onda de choque em Y. Esses choques estao sempre presentes quando
os campos obedecem equacoes diferenciais parciais hiperbolicas. Essas des-
continuidades se propagam ao longo da superficie > de uma forma especifica
determinada pelas equac6es de movimento.

Seja o caso do eletromagnetismo de Maxwell. Vamos assumir que o tensor ele-
tromagnetico F,, seja continuo através de uma hipersuperficie > mas sua pri-
meira derivada nao o seja, isto é

[Fp,u]): = 0,

[pr,)\]): - fuu k)\v

onde f,, é um tensor anti-simétrico ndo nulo. Calculando as discontinuidades
das equacoes de Maxwell no vacuo
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*

Fi =0 e F*,=0

W

através ¥, obtém-se respectivamente
*k, =0,

fuvky + foxky + Hiuk, = 0.

Contraindo Eq. acima com k* e usando a outra equacéo resulta

g"k,k, =0
isto é,
w OF 0%
Ox+ Ox¥
Derivando essa expressao e lembrando que k, é um gradiente segue

kyak* = 0.

Chega-se ao resultado que a onda se propaga como geodésica nula na métrica
do background.

DE —1

Consideremos agora a propagacao da luz em meios dielétricos em movimento.
Neste caso, além do tensor de Faraday F,,, define-se um outro objeto anti-
simétrico P,, representando o campo electromagnetico no interior de meios ma-
teriais. Esses tensores se expressam em termos dos vetores £+ e H” e das
excitacoes D" e B* como segue:
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F.

uy — E[.L W — Eu Vi + T]/J,uaﬁ Vo B/S,

P

uwy — Dp, vy — Du Vi + Thulaﬁ Vo Hﬁy

onde v* é um vetor comovente com o dielétrico. Assume-se que as propriedades
eletromagnéticas do meio sao caracterizadas pelas relacées constitutivas

Da = ean

B. :/J'Hou

As equacoes de Maxwell em um meio dielétrico se escrevem [1]:

F, =0,

Consideremos o0 caso em que u

= Wwo = constante e ¢ e(E), onde E =
v—E, E*. No caso particular em que V v*

= 0 escreva essas equacoes em
termos dos vetores D* e B*.

DE — 2

Definindo o vetor unitario /* escreve-se E# = E |*, com [, /[* = —1. Usando as
condicoes de Hadamard,

[EI-L)\]Z =€y k)\

[Hunls = hu k.
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nas equacoes

PR, =0,

escreva a relacao de dispersao correspondente.
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DE — Buracolegro

Vamos exibir agora uma propriedade notavel deste método de analise da propa-
gacao dos fotons pela modificacao da geometria por onde ele se propaga com
alguns exemplos nos quais os fétons experimentam situacées semelhantes as
que ocorrem em presenca de campos gravitacionais. Comecemos por mostrar
como é possivel construir um Buraco Negro efetivo na teoria nao-linear.

Consideramos os tensores ¢, e 11,5 tais que podemos escrever no meio dielé-
trico

Dy = €, Eg

Ba = :u’aﬁ Hﬁ!

onde
e =¢€(E)(n* — v V")

pf = po (n™f — v vF)
onde u, é constante.

Mostre que existem dois modos de polarizacao que definem duas métricas efe-
tivas (uma para cada modo) dadas por

(+) _ A2 1 1
Buv” = Mav = = 5 ( 2 uge

_ vV, 13
gw) = Ny — ’22 (1-1)+ Ti¢ Iy,
onde definimos as quantidades
1 €E E
f=— —, = —, [, ==&, "= de/dE
c?uoe(l +€) ¢ € T E ¢ ¢/
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Nestas formulas introduzimos a velocidade da luz c, que haviamos feito igual a
1 nas secoOes precedentes.

Considerando a geometria do background como do tipo de Minkowski e usando
coordenadas esféricas e

Vi

:(Vo,Vl,0,0), EH:(EQ,El,O,O),

obtemos para a métrica efetiva a expressao

2
(-) Vo §
—1- 9 (1 —f+r->_
gOO C2( ) g '

14
gl =-1- 12(1—1‘) iy
c? 1+¢
-) Vovi 3
SO b |
8ot c2( )+1+501,

gz(; ) e g3(§ ) como na geometria de Minkowski. Os vetores v, e /, satisfazem os

vinculos
Vi —vi=c
2 2

VOIO - V1/1 =0.

Este sistema de equacoes pode ser resolvido em termos da componente v,
obtendo-se

2 _ 2 2
Vo =¢C +v;

2 2 2
lz—ﬁ /2_c + vi
0= o 1=

c? c?

A forma explicita dos coeficientes métricos é dada por (Mostre!):

g0 2 L= B(Choe — 1)
00 c2po(e + €'E)

— e
/14 g2
301 =By1+8 c2 (e +¢E)

) _ B = Cune(1+ )
H c?uo(e + €'E)
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onde = v;/c.

Segue, da expressao de gy, que, dependendo da funcao ¢(E), esta métrica pos-
sui um horizonte em r = r;,, controlado pela condicao gy (r,) = 0 ou seja,

eme- 3

=1.

rh

Coordenadas de Painlevé-Gullstrand

A métrica acima tem uma forma bastante semelhante a solucao de Schwarzs-
child, nas coordenadas de Painlevé-Gullstrand [55, 56]:

2GM [2GM
ds® = (1—G) dtp +2 26M dr dtp — dr* — r*dQ°.
r r

Mostre que pela transformacao de coordenadas

g01(f) dr

dtpg = dts —
8oo(r)

ou seja

\/2GM/r

— 2GM
1 r

dtp = dts F dr,

esse elemento de linha se escreve nas coordenadas de Schwarzschild. Com
efeito, temos nas coordenadas novas:

g = €(E)
. (1 — B?[cPpoe(E) — 1])(e(E) + €(E)E)

Note que gél_ ) é zero no novo sistema de coordenadas e a posicao do horizonte
nao se altera e ainda é dado pela expressao anterior.



161

Trabalhando nas coordenadas de Painlevé-Gullstrand a métrica para a polariza-
cao “—” descreve um buraco negro do tipo Schwarzschild. Vamos agora consi-

derar os fétons com a outra polarizacao. Eles sao descritos pela métrica dada
por

(+) _ VW 1 1
Buv’ = T 72 < uoe(E) )

Usando esta equacao mostre que

1
1= (1) (1 )

g = —By1+B? ( C2M0€ )> ,

(+) _ 2 1
- 11— .
gll ﬁ ( CZ,MOG(E)>

Esta métrica corresponde a um buraco negro do tipo Scwhwarzschild para al-
gum ¢(E) e . Compare e determine onde se situa o horizonte.

Usando a mudanca de coordenadas acima, podemos escrever a geometria efe-
tiva em termos das coordenadas convencionais de Schwarzschild. Os coeficien-
tes relevantes sao dados por

(1) _ 1+ B*(1 = poe)
8oo = 2 ,
C o€

g 1
" 1+ (1 — Ppoe)

Assim, o horizonte esta localizado em r, dado acima para fotons de qualquer
polarizacao.

Um exemplo
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Até o momento, ainda nao especificamos as fungoes ¢(E) e E(r) que determi-
nam a dependéncia dos coeficientes da métrica efetiva com a coordenada r. De
agora em diante nés assumiremos uma funcéao ¢(£) linear , um tipo de comporta-
mento exibido, por exemplo, em fluidos eletroreoldgicos [erf]. Especificamente,
consideraremos

e = eo(x + XPE(r))

com x = 1+ x(), As equacdes de Maxwell nio triviais se escrevem

<\/—_'y e(r)FOl)'1 =0.

N ~ 2 ~
Levando em consideracdo que (F*)? = £, obtemos como solugéo da Eqn. de
Maxwell para uma fonte pontual em um background plano em coordenadas es-
féricas

—x =+ \/72 + 4x@Q/eqr?
2cx(2) '
Consideremos uma combinacéo particular dos parametros: x® > 0, Q > 0
e o sinal“+”na frente da raiz quadrada em F°' de tal maneira que £ > 0 para
todo r. Para se obter uma expressao em forma mais simples para a métrica, é
conveniente definir o(r):

FOl

onde

4x?Q
 (eox)?
Em termos de o, a métrica toma a forma

2- B X (0(N+2)-2 2+ o(r)

O ET0) 2B &N+ -2 (1+a()

dr’—r’dQ?
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. 2-F[X(o(r)+2) 2]

X 2
ds

o) T PR x0T

Note que o setor (t, r) destas métricas estao relacionados pela seguinte expres-
sao:

ds(2+) = ®(r) ds(2_)
onde o fator conforme ¢ é dado por:

~,14a(r)
¢_22+0(r)
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SOLUCOES

DE —1

As equacoes se escrevem como

D“;l/ vy — DV;I/ v + n;waﬁ Vo H,B;u =0

B*.,v" — B, v* — Py, Eg, = 0.

Projetando paralelamente e ortogonalmente (via o projetor h,, = n,,
tem-se (mostre):

= EIS
€E% — eT ap =0
Ko Ha;a = O,
., €E}veEH ABpo
£ _?Eﬂ;a"‘n P Vo Hop = 0,

wo H — nPre v, Eg.p = 0.

-V, V)
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DE — 2

Das equacoes das descontinuidades segue:
€ 6
ke, — = E%ey, EP kg = 0,
€ € E € B
IJ’O ha koc = Oy
e./
€k v, et — EE’\e,\v"‘kaE“+n“”aﬁk,,vahB =0,
po ko v I — PP kg v, e, = 0

onde ¢’ é a derivada de ¢ em relacao a E.

Combinando essas relacoes tem-se

/
(n“” + (o€ — 1+ po € E) v¥ v" — LEE" E”) ko k, = 0.
€

Ou ainda, definindo a métrica efetiva:

g" k, k, = 0.
onde
e€E
g =n"+ (noe—1+poe E)vF v/ — — [* /"
€
A inversa da métrica efetiva é dada por
1 3
v Nuv - v Vl/+ / /L/v
Eu H ( ,u,06(1+§)> K 14+¢*
onde
€I
£=—

Em particular, quando ¢ é constante, essa formula reduz-se a métrica de Gordon
[57]:
g ="+ (epo — 1) v v¥.
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A geometria efetiva que controla a propagacao dos fotons é dada pela forma
generalizada de Gordon:

Eo1 1
€te ) | (9.3)

*f — dia e+ €'E), — -, =
& & (M( ) € r2" r2sin’6
A partir dessa forma, devemos procurar em que condicoes ela pode se escrever
como uma solucao tipo buraco negro estatico, isto é,

1 1 1
g*f = diag <A, —A -, ) : (9.4)

r2' r2sin
onde A = A(r) é tal que A(r) =1 — r,/r descreve um buraco negro de Schwarzs-
child com raio do horizonte r,. Note que nessa mesma linha de analise pode-se
construir buraco negro de Schwarzschild, Reissner-Nordstrom ou de-Sitter de-
pendendo da forma da funcao A.

Uma solucao pode ser obtida pondo

e+ E=\/e/u

Pondo ademais, u = ¢/¢* obtemos para a permissividade as expressées

€ Eo

— = if 9.5

« E+E0,lr>rh, (9.5)

€ EO . 1

— = =, < r < n, 9.6

% E_ E, | th r<rp (9.6)
1

E1ifr<zn, (9.7)

€0 2



10 GEOMETRIA EFETIVA EM TEORIAS
NAO LINEARES DO ELETROMAG-
NETISMO

GEE —1

Considere a teoria do campo eletromagnético descrita pela lagrangiana L = L(F)
onde F = F,, F*¥ gerando a dinamica

8, (LEF™) = 0. (10.1)

Use o método de Hadamard para obter a evolucao das descontinuidades dessas
teorias. Mostre que somente no caso particular da dinamica linear de Maxwell
as descontinuidades se propagam como geodésicas ha mesma geometria onde
o campo esta definido. Para qualquer outra teoria a propagacao se da através
de geodésicas em uma outra geometria, dependente do proprio campo. Mostre
que a geometria efetiva pode ser escrita em termos do tensor momento-energia
do campo.
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GEE — 2

Considere o caso geral da Lagrangiana dependente dos dois invariantes F e G
L =L(F, G).
cuja dinamica é dada por
0, (LEF* + LgF*™) =0.

Use o método de Hadamard para obter a evolugcao das descontinuidades dessas
teorias.

GEE — 3

Mostre que é possivel escrever a geometria efetiva da teoria L(F, G) que controla
a propagacao do foton sob a forma

" = My + NTH.

Qual a forma (em funcao da lagrangiana e suas derivadas) de M e N?

GEE — 4
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A geometria efetiva por onde as descontinuidades do campo eletromagnético se
propagam tem uma forma muito envolvida. No entanto, existem teorias L(F, G)
nas quais a propagacao se da como se esta métrica efetiva fosse a mesma do
background minkowskiano. Qual deve ser a propriedade dessas dindmicas?

GEE — 5

Efeitos quanticos levaram a modificacao da teoria eletromagnética de Maxwell
produzindo uma lagrangiana efetiva que para o caso de correcao de primeira or-
dem foi calculado por Heisenberg e por Euler [7]. Para o limite de baixas frequén-
cias v < m.c?/h tem-se

1 TR 72>
L=—F+—|F+-G°),
4 +4( +4

8 L, A\ 1
= — e
K 45 mec) mgc?

a € a constante de estrutura fina. Calcule a geometria efetiva da lagrangiana de
Euler-Heisenberg.

onde

GEE — 6 Ocaminho do foton
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Considere o caso em que a teoria linear da eletrodinamica se acopla a relativi-
dade geral. Nesse caso, a métrica efetiva se escreve

L
gl Ky k, = <gW +4 - P F"a) ku k, = 0.
F

onde a métrica g,, é determinada pelas equacdes da relatividade geral na teoria
de Euler-Heisenberg em primeira ordem em p. Examine o caso estatico e esferi-
camente simétrico que generaliza a solucao de Reisner-Nordstron sob a forma

ds® = A(r)dt*> — A(r) tdr? — r*d6? — r’sin®*(0)dy’.

GEE — 7

Calcule a métrica efetiva inversa g, (forma covariante) no caso em que a lagran-
giana depende somente do invariante F.

GEE -8

A dinamica do eletromagnetismo sugerida por Born e Infeld é dada pela Lagran-
giana

L=28VU-28
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onde ,
U=1+ i — Gi
2%  16p*
A adicao do termo constante em L tem somente o propdsito de tornar nulo, no
infinito, o tensor de energia-momento do campo gerado por uma carga pontual.
Em um cenario cosmologico, ele pode ser interpretado como uma constante cos-
moldgica. Born-Infeld mostraram que essa dinamica pode ser escrita em termos

do determinante de um objeto sem simetria definida C,, construido como
Cuv =My + Fuu.

Explicitamente mostraram que a lagrangiana toma a forma L ~ det [C*,]. Mostre
que, alternativamente, é possivel escrever esta Lagrangiana em termos do deter-
minante da métrica efetiva. Segue entao que a teoria de Born-Infeld possui uma
curiosa propriedade auto-consistente em sua acao que pode ser descrita como:

A dindmica de Born-Infeld do campo eletromagnético é obtida pelo principio variacional
que extremiza o determinante da métrica efetiva que controla a propagagao de suas
ondas.

GEE — 9

Vamos combinar esse resultado anterior com a relatividade geral e considerar
que o background nao é Minkowski mas sim um espaco curvo. Mostre entao que
a relacao entre a métrica efetiva e a curvatura da métrica do background permite
afirmar o seguinte:

O vetor de propagacao I” de fotons lineares (obedecendo a teoria de Maxwell) é nulo
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na geometria do background
go, " 1"=0

e fotons n&o lineares (obedecendo a teoria de Born-Infeld) satisfazem a condigcédo
b v o__
R, I*1"=0

onde R,‘j,, € o tensor de Ricci da geometria gﬁu do background gerado pelo campo de
Born-Infeld segundo a dindmica da relatividade geral.

GEE — 10

Considere uma teoria nao linear do campo eletromagnético definido em um back-
ground de Minkowski. Vimos em exercicios anteriores que a propagacao das
descontinuidades do campo faz aparecer uma segunda métrica g* tal que as
ondas sejam geodésicas nulas nessa métrica efetiva. Mostre que, como acon-
tece no caso do campo escalar existe uma classe especial de teorias tal que
sua dinamica pode ser descrita como se ela estivesse em acoplamento minimo
com uma métrica gravitacional e de modo que essa métrica seja precisamente a
métrica efetiva.
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SOLUCOES

GEE —1

Temos

(LFT]WI _4LFF F“a Fau) ky, k,/ =0.

ou seja podemos interpretar a auto-interacao do campo F*”, referente a propa-
gacao das descontinuidades como a alteracao efetiva da geometria do espaco-
tempo pela métrica efetiva dada por

g#V:LFT]‘U‘U—Z]-LFFF#aFCW.

ou seja
g k, k, = 0.

O tensor de energia-momento (no caso L = L(F) ) tem a forma

Ty =—4Lr F,% Foo — L.

A geometria efetiva se escreve

LL L
g = (Le+ FF " + il 77
L Ly

Segue entao que o responsavel pelo afastamento da geometria de Minkowski no
espaco-tempo por onde a onda eletromagnética se propaga é precisamente seu
tensor de energia.

A inversa da métrica é dada por

g" g =95,
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ou seja:

Buv = aNuv + bT[J,U!
onde a e b valem:
L2 1

=—b|—+L+=-T
a (LFF—i— +2 )

L -1
b=16 LLFF ((F?+G?) L3 —16 (L + FLre)?]
eT = T2 é o traco do tensor de energia-momento. Derivando a expressao
g"" ky k, = 0 obtemos o resultado desejado.

GEE — 2

Temos

[Le %+ 2AF™ 1+ 2B F*#] k, =0,

onde A = 2(§Lrr+¢Lrg), B = 2(¢Lrc + ¢ Lsc), and { = F*f f¥;. Contraindo
com F*,k, and F** k,, respectivamente tem-se

1
[g Le+ B G} ™ ky k, — 2AF o F**k,k, =0

1
[g Le—BF +3 AG] n ky, k, — 2BF” o F**k,k, = 0.

Pondo 2 = (/¢ obtemos
Q2§21+QQ2+Q3 :0,

onde as quantidades €2;, i = 1,2, 3 valem
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Q= —Lelrc +2FLrclge + G(L%e — L7G),
Q= (LF +2GLrg) (Lo — Lrr) +2F(LrrLlge + L7¢),

Qs = Lelpg + 2FLeplpg + G(L2e — L25).

A solucao é
—Q, + VA
20 ’
onde A = (Q,)? — 4Q;Q3. O caminho do foton é dado pela geodésica

Q:

gl‘“/ k[J, kl/ — 01
onde a métrica efetiva g#* vale

g;w = LFT]/'W —4 [(LFF + QLFG) F‘L)\FAU + (LFG + QLGG) F“AF*AU} .

GEE — 3

1
M=Lg+G(Lrc+QLgs) + . (Ler +QLpg) (L —GLg)
F

1
N = . (Lrr +QLFq) -
F

Como consequéncia, a norma de Minkowski do vetor de propagacao k, tem a
forma
7% N 1%
Nk, k, = —MT kuk, .
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GEE — 4

Da equacao da métrica efetiva segue imediatamente que a condicao
LF/: + Q LFG =0

permite afirmar que quando essa condicao é satisfeita o foton se propaga em
uma meétrica efetiva g** que é conforme a geometria de Minkowski.

GEE — 5

O traco do tensor modificado de energia é dado por

T—u <F2+ZG2). (10.2)
Os coeficientes M e N da métrica associada sdo dados por

M = —i + uF, (10.3)

N = —2u. (10.4)
No caso particular em que o invariante F se anulatemos M = —1/4e N = —2u.

A métrica efetiva tem a forma

) 1
gér:<—4—%uF>nW“—2uTW-
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GEE — 6€aminho do foton

Usando as equacoes de Euler-Heisenberg obtemos na primeira ordem em g,

2m  kQ?  kupQ*
Ay =1- 0 K%
(r) r + 2r2 5r6

A geometria efetiva tem a forma

L
k"‘kﬁga;a — 4 =FF ppepy ky k,
Lr

onde a geometria do background é dada por
g% = A(r)7 1 +8uf(r)’]
g = —A(r) [1 +8pf(r)’]

g,22 22

53 = g%

Assim, o foton se propaga na geometria modificada

d§® = [1 —8uf(r)’|[A(r)dt® — A(r)*dr* — r’d6* — r’sin®0dy’

cujas geodésicas tem a forma:

[1 — 8uf(r)?][A(r)t = constant = hy
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r?* ¢ = constant = I

P BA()

T L 8uf(r)] 21— 8uf(r)?y

onde o ponto significa derivada em relacao a um parametro s. Note que ajustou-
se condigoes iniciais 6 = 7/2 e 6 = 0. Mudando a variavel, como é comum
nesses casos, tem-se r = 1/v e, entdo a equacao radial de propagacao do foton

" h2
v +v=3mv— (1 - 32‘;/5@) K@V + O(p?, vh).
0

Deve-se notar que a contribuicdo do termo de correcao quantica € da mesma
ordem que o termo gravitacional da teoria classica de Reissner-Nordstron, exi-
bindo semelhanca de propagacao do foton seja em um campo gravitacional
na teoria linear do eletromagnetismo, seja na teoria nao linear do eletromag-
netismo.

GEE — 7

A geometria efetiva tem a forma
g" = Ley" — 4 Lpp FEAFY

Ainversa, g,, definida por

g" 8o = 55
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se calcula usando as identidades

1
F[J.)\ FAV o F*p.}\ F*)\u — 5 F,Yp.u'

* v G v
F*#y F = -7

O resultado é
guu:ArYuu+BFu)\FAV

onde A e B sao dados por

1
A=— (LF+2FL
X(F+ FF) .,
4LrF
B = :
X

X=Le+Ler (2FLr - G?).

GEE -8

Usando as expressoes calculadas anteriormente para uma lagrangiana da forma
L = L(F, G) obtemos (mostrar esse resultado faz parte do exercicio) que, no caso
especial de Born-Infeld, todas as quantidades 2;, i = 1,2, 3 sao nulas. Nesse
caso, hao se pode obter a métrica efetiva a partir da equacao geral. No caso
especial em analise a métrica toma a forma

1 F
¢ = gt (€ P

Sua inversa é dada por

1
guv = 4\/U |"f]lw — E F‘L)\ FA[I‘|
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Ou seja, temos uma s6 equacao caracteristica (ao invés de duas) mostrando que
nessa teoria nao ocorre o fendémeno de birefringéncia. Da formula do determi-
nante para a matriz A = n**g,, = I — (1/B?) F* F*,, tem-se:

det A = U?.

e, consequentemente, a lagrangiana deBorn-Infeld se escreve em termos do de-
terminante da métrica efetiva:

1 1
Lgr=p*|1— 5 (det gy |)?

GEE — 9

Da expressao do determinante temos

1
det(ag--ﬁQF“aFau):U2

ou seja,
det (5,‘,‘ + /13 F“,,) =U.

Considere a expressao geral do tensor de energia-momento de uma teoria nao
linear do eletromagnetismo

T

w=—4LFF,%Fo +(GLc—L)g.,
onde o indice b no tensor métrico refere-se a geometria do background. No caso

Born-Infeld, temos

T/J.l/ _ﬁz+ﬁ2\/U> g:u

e (LS
VU R \1eg2VU
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Entao r
o Fou = VU T~ (5 + 82 2V0)

e para o traco
-k, G
VU 482U

consequentemente a métrica efetiva se reduz a

—4B% + 48°VU

4U 1
g[JU = ? <_T/,u/ + 5 Tgﬁu)

Se usarmos as equacoes da relatividade geral pode-se escrever

GEE — 10

A lagrangiana tem a forma
L=f(F+G)

para qualquer funcao f.






11 O CAMPO ESCALAR

Introducao

A geometria do espaco-tempo é determinada pelas forcas gravitacionais. A pos-
sibilidade de tal identificacao decorre do carater universal desta interacdo. No
entanto, em certos casos, o tratamento de um outro tipo particular de interacao
pode ser adaptado para a descricao dos processos de evolucao em termos de
uma modificacao efetiva da geometria. Este é o caso, por exemplo, com a propa-
gacao de ondas de spin zero, spin um (fotons) em teorias nao lineares e outras
configuracoes (ver por exemplo [58], [59]).

De fato, as descontinuidades em teorias nao lineares propagam-se em curvas
que sao geodésicas em uma métrica efetiva g,, que depende ndo somente de
sua dinamica mas também das propriedades do campo de background.

A importancia de tais modelos analogos, caracterizados devido ao tratamento
geométrico de diversos fen6menos de natureza nao gravitacional, esta relaci-
onada a possibilidade de, através desta analise, estudar-se campos gravitacio-
nais. Como se pudessemos tratar a forca gravitacional através de sua reprodu-
cao artificial em laboratorio. O fato de que é possivel produzir casos especificos
de geometrias que apresentam propriedades similares as daquelas obtidas atra-
vés da relatividade geral, permite uma melhor compreensao do comportamento
dos proprios campos gravitacionais. Vimos isso no caso do campo eletromag-
nético e agora iremos examinar o caso do campo escalar.
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Dinadmica nao linear de um campo escalar

CENL —1

Considere a dinamica de um campo escalar ¢ dada por
L=L(w)

onde w = J,¢ 0*¢. Calcule sua equacao de movimento e respectivo tensor de
energia-momento.

CENL — Descontinuidades

Nesta secao estaremos interessados em calcular as superficies caracteristicas
da propagacao das ondas nestas teorias. Usaremos o método de Hadamard
descrito em secao anterior. Faremos um breve resumo para o caso do campo
escalar.

Seja ¥ uma superficie de descontinuidade do campo escalar p. Consideraremos
¢ e sua primeira derivada 0, ¢ continuas através de ¥, enquanto a segunda deri-
vada apresenta uma descontinuidade:

[p(x)]x =0,
[Bue(x)]5 = 0,
[auau(P(X)]z = kukug(x)'
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onde k, := 0, é o vetor de propagacao e {(x) a amplitude da descontinuidade.
Como no caso eletromagnético, mostre que a nao-linearidade do campo escalar
sugere a introducao de uma geometria efetiva onde as ondas se propagam como
geodésicas. Qual a forma dessa geometria? Calcule a métrica efetiva inversa.
Escreva a métrica efetiva em termos do tensor de energia do campo escalar.

CENL —o

Métrica efetiva no background de Minkowski

Seja o background dado pela geometria de Minkowski 7,,. Consideremos um
campo escalar que s6 depende do tempo ¢ = ¢(t) e que obedece a Lagrangiana

L=L(w)+ V(p).

Mostre que a geometria efetiva g experimentada pelas ondas de ¢ nada mais é
do que a geometria espacialmente plana de Friedman:

ds® = dt* — a2(t)<dr2 + r2dQ2).

Com efeito, como ¢ nao depende das coordenadas espaciais a sua dinamica
reduz-se simplesmente a:

146V

(b(LW + 2(¢)2LWW) = _EE,

onde o ponto representa derivada em relagdo ao tempo. Como w = (¢)? temos:
146V

sy LoV
4 29
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O elemento fundamental de linha se escreve:

1
ds2::g;,dx“dx”::dt2-L_<dr24-r2d92>.

Note que V =1, istoé2wlL,, =1-L,,levaa g; = 1.

CENL —2

Existe alguma dinamica para o campo escalar de tal modo que a métrica efetiva
se escreve sob a forma

R 1
B = A (T — > T gu),

onde A é um funcional escalar do campo? Mostre que isso é possivel para
dinamicas descritas por Lagrangianas que satisfacam a equacao

L2 4+ Lyw(L+wl,)=0 (11.1)

onde L, = 0L /0.

CENL —3

Falsa inflacao no espaco-tempo de Minkowski
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Como o campo escalar nao-linear se propaga como uma geodésica em uma
métrica efetiva, podemos examinar alguns casos de interesse que podem con-
tribuir para um diferente ponto de vista na Cosmologia. Como exemplo, mostre
que existem dinamicas do campo escalar [60] nas quais a métrica efetiva é se-
melhante a estrutura da geometria de deSitter.

CENL — 4

O caso da dinamica Born-Infeld para o campo escalar

Vimos que a forma da dinamica proposta por Born e Infeld para o campo eletro-
magnético tem propriedades excepcionais. Em particular mostramos que para
se obter a dindmica do campo eletromagnético nesta teoria deve-se variar a geo-
metria efetiva e extremizar o determinante de sua métrica efetiva. Esta geometria
efetiva se define como sendo aquela que determina a estrutura causal associ-
ada a dinamica gerada pela teoria Bl. Mostre que uma propriedade semelhante
ocorre para o campo escalar.

Considere a teoria de um campo escalar controlado pela lagrangiana

L = F(w) — V(d)

onde w = 9,$ 6*®. Escreva a equacéao de evolucao do campo ¢.
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Mostre que as ondas (descontinuidades) se propagam como geodésicas na mé-
trica
g =L, +2L,,0,90,9.

Calcule a inversa g,, e seu determinante.

Mostre que a condicao para que a métrica g*” seja escrita em um sistema gaus-
siano (como no background) é dada por

v=_L,+2wl,, =1

Considere o caso particular em que o potencial tem a forma

X
V(®)= - XX (1+ 5)
onde X = exp(—2H® /).
Mostre que quando ¢ = ®(t) a métrica efetiva é semelhante a estrutura do uni-
verso de deSitter [60].
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SOLUCOES

CENL —1

A equacao de movimento se escreve

1

x/—_ga“ (x/—_gg“”Lw(ayw)> =0,

ou
Wl + L, 06 =0.

onde L, = 0L/0p. A expressao do tensor momento energia tem a forma

T/,Lu =2 LW OuP,v— Lgp,u

cujo traco vale

T=—-4L+2wlL,.

CENL —2

Aplicando o método de Hadamard se encontra:

k,Lk,,<LWg‘“’ + 2LWW6“(p6"<p> —0
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Esta equacao sugere a introducao de uma métrica efetiva definida por:

gt =L,g" +2L,,0"p0"

Ainversa g,, é dada pela condicdo g*~g,, = ¢*. Entao temos:

~ 1 2LWW
Buv = T <g;u/ - \Uap,(pau(P> )
ondeV =1[,+2wl,,.
Escrita em termos do tensor 7,,, tem-se:
Low Ty 1 LLyw

Buv = —

CENL —3

Somente para simplificar nosso calculo, vamos trabalhar em um sistema gaus-
siano. A primeira questao que aparece é: em que circunstancia podemos usar o
mesmo tempo global que aparece na métrica do "background”? Do que vimos
acima, segue que as condicées V = 1 e ¢ = (t) implicam que a variavel t na
métrica do background

ds? = dt* — do?

ainda é tempo global para a métrica efetiva. Lembre que

V=1_L,+2wl,, =1

Esta equacao pode ser imediatamente integrada gerando a Lagrangiana:

L=w+22/w—V,
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onde )\ é uma constante e V um potencial que nao contém nenhuma funcao de
w, e em geral podemos escrever V = V(p). Note que além desta simplificacao
formal, este caso pode ser entendido como uma perturbacao da teoria linear
padrao, quando fizermos A = 0. Mostre que se pode construir uma falsa inflacao
associada a potenciais V/(¢) usados na literatura [61] como

V(p) = —A2x (1 + g),
onde x = exp —%(p.
Note que a dindmica descrita pela teoria
L=L(w)+V(p)

Se escreve

1
——0 \/—_77 UWLW aucb +
\/__,7 K ( )
Se estamos interessados em uma geometria tipo de-Sitter, escrevemos a(t) =
exp Ht, H sendo um parametro real positivo. Para esta escolha, temos que:

16V

260 0

conduz a:
W= exp —2Ht — 1

Como ,/w é positivo ) deve ser negativo. Assumindo ¢ < 0 (calculos para ¢ > 0
sao analogos) esta equacao pode ser integrada:

A
P = ﬁln(exp2Ht— 1) + K,

onde K é uma constante, que podemos colocar como zero. Conclusao: a obser-
vacao da geometria efetiva g,, levaria a acreditarmos, erroneamente, que vive-
mos em um universo de de-Sitter.
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CENL — 4

Temos
g =L, +2L,,0"pd" .

cuja inversa é dada por

~ 1 2LWW
S =, ™ T L (L + 2wl

)au(pau(p

e o determinante vale

i -1/2
—§:[@2(L+2ZWMO J=.

Temos
detg,, = L, *detl

onde a matriz [ é definida como
M, =46, + Qo*pd,p,

onde fizemos

2 Ly,
Q=-—
e
V="L,+2wLyy.
Temos ) ) ) ) .
detl=—-Ty— T+ -Ti T3+ =T; T
e 44412+313+82+241

onde T, é o traco da matriz [ elevada a poténcia a. Temos, respectivamente

T,=4+X

T, =4+4+2X+ X2
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T,=44+3X+3X2+ X3

To=4+4X+6X2+4X3+X*
Juntando estes termos na féormula acima do determinante, encontramos
detl = —(1+ X).

Entao
detg,, = —L,*(1+ X).

A dinamica de Born-Infeld é dada pela Lagrangiana
L=28VU-28

onde

w
Seguimos a forma original e retiramos a "constante cosmoldgica"inerente a di-
namica de Born-Infeld. Segue entdo que podemos escrever esta Lagrangiana
em funcao da métrica efetiva:

L=2B%/—detgr —2p°

Métrica efetiva no background de Minkowski

Escrevendo a geometria de Minkowski 7,,. Consideremos um campo escalar
que so6 depende do tempo ¢ = ¢(t). A geometria efetiva g experimentada por ¢
nada mais é do que a geometria espacialmente plana de FRW dada por:

ds® = dt* — 2°(t)(dr’ + r*dQ?). (11.2)
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Como ¢ nao depende das coordenadas espaciais a equacao de Euler-Lagrange

reduz-se simplesmente a:
10V
0 LW 2(¢ 2LWW — T AX¢ 1 11.3
B (L +2)Luw) = 55 ” (11.3)
onde o ponto representa derivada em relagdao ao tempo. Como w = (¢)? temos:

. 18V

O elemento fundamental de linha se escreve:

1
dfzzgwdw%u”:cn2—L(dﬁ—kﬂdﬂﬂ. (11.5)

w

NotequeV =1,istoé?2L,,=1-L,,levaag;; = 1. Se estamos interessados em
uma geometria tipo de-Sitter, escrevemos a(t) = exp Ht, H sendo um parametro
real positivo. Para esta escolha, temos que:

a(t)? = — (11.6)

conduz a:
hy

— _ 11.7
W exp—2Ht —1 ( )

Como ./w é positivo X deve ser negativo. Assumindo ¢ < 0 (calculos para ¢ > 0
sao analogos) esta equacao pode ser integrada:

A
(p:ﬁln(epoHt—l)—i—K, (11.8)
onde K é uma constante, que podemos colocar como zero.

Concluséo: a observacdo da geometria efetiva g,, levaria a acreditarmos, erro-
neamente, que vivemos em um universo de de-Sitter.

Gerando um Big-Bang sem gravitacao

Consideremos a Lagrangiana

L=w+22/w—V,
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onde a forma do potencial é dada por

2 A
V=p?@>+2xppoy/1 — L + —arcsin(ﬁ)
Yo M $Po

No "background”de Minkowski a equacao de movimento reduz-se a forma

L. 14V
waw+LW0aa ¢+§%—O

Vamos procurar uma solucao onde o campo é espacialmente homogéneo e s6
dependa do tempo. Uma solucao possivel é dada por

$ = o cos(ut).

A geometria efetiva é dada por (mostre)

ds? = dt? — VW do? (11.9)
A+ /w
Usando a solucao acima,

Vw = o sin(ut)

onde 0 < ut < 7. O fator de escala toma a forma

2 B0 sin(ut)
(1) = A+ pdosin(ut)

A geometria efetiva é do tipo Friedmann: ela "comecaem t = 0, se expande
homogeneamente até o valor maximo do raio a(t) para depois contrair até a
singularidade em 7.

Gerando um Big-Bang na geometria nao-singular de de-Sitter

Vamos mostrar agora (a maior parte dos calculos sera deixada como exercicio)
que a geometria efetiva pode transformar uma geometria regular como de-Sitter
em uma estrutura singular como fizemos acima no caso do "background'de
Minkowski.

Seja a geometria dada por

ds®> = dt?> — e?Mt do?
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Considere a teoria anterior
L=w+22/w -V,

onde o potencial agora assume uma forma distinta dada por

V= ¢ - g1 (DR 4 (ot o) arsin 2+ ppf1- ()24 6

onde p = 3Hud¢y.
Deixaremos como exercicio mostrar que uma solucao possivel é dada por
@ = g cos(ut).

A métrica efetiva é
ds® = dt* — A(t) do?

onde

22— Lo sin(u t) Q2Ht
A+ pw,sin(ut)

Embora a métrica do "background"é tipo de-Sitter (sem singularidade), a métrica
efetiva é singular em t = 0.

Modificacao da geometria

Do que vimos, podemos extrair o seguinte procedimento:

Dada uma geometria do tipo Friedmann

ds® = dt* — a*(t) do?
e um campo escalar ¢ cuja dinamica é dada por

L=w+2\yw—V (11.10)
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onde ) é um parametro livre e o potencial V depende somente de ¢, as descon-
tinuidades do campo se propagam em uma métrica efetiva

ds? = dt — YV gg2
Vw4 A
O problema inverso seria o seguinte: dar a expressao do fator de evolucao da

parte espacial e em seguida calcular a expressao do potencial V(¢) capaz de
gerar esta geometria.






12 COSMOLOGIA GERADA POR UM
CAMPO ESCALAR NA RG

CE—-¢®& -1

Considere a teoria nao linear do campo ¢ dada pela lagrangiana
L=L(w)

onde w = 0, 0,p g"”. Calcule a expressao do seu tensor de energia-momento.
Usando a decomposicéo de 7,, em termos de um campo de velocidade identifi-

cado com
Oup

wi

vy =

calcule suas partes irredutiveis (densidade de energia, pressao, fluxo de calor
e pressao anisotropica). Particularize em seguida para a teoria da forma Born-
Infeld escalar dada por

LBI:—\/bW+e

onde b e e sao constantes.
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CE -2

Considere o caso particular da teoria dada por [62]

L=—-Ayw (X2—w)

onde A e X sao constantes. O espectro permissivel para w se restringe ao do-
minio (0, X2). Calcule as expresdes da densidade e da pressdo. Qual o estado
fundamental desta teoria? Mostre que para valores da densidade muito grandes
(comparados com o produto AX? o fluido toma a forma assintética de um gas
de Chaplygin [moschella]. Na interpretacao de fluido da distribuicao de energia
do campo escalar a quantidade importante que controla a estabilidade das per-
turbacoes (chamada por analogia, "velocidade do som") é dada pela quantidade

c2 = (0p/0w)/(dp/dw) que no caso da lagrangiana acima é dada por
» 2w?—-3Y?w+1Y*
“ T T ow2_3%2w

Estude essa velocidade comparando-a com a da luz.

CE —3

Nesta teoria acima, considere um cenario de um universo espacialmente homo-
géneo e isotropico como Friedman. Mostre que a aceleracao do universo muda
de sinal durante sua evolucao. Neste cenario cosmoldgico controlado pela teo-
ria escalar tipo Born-Infeld modificado existe um caso onde a geometria de Fri-
edman toma a forma especial de Milne, de um universo de Minkowski. Quando
isso acontece? [62]
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CG—4

Considere uma teoria nao linear de um campo escalar definido em um back-
ground de Minkowski. A propagacao das descontinuidades do campo faz apa-
recer uma segunda métrica g** tal que as ondas sejam geodésicas nulas nessa
métrica efetiva. Mostre que existe uma classe especial de teorias [7] tal que
sua dinamica pode ser descrita como se ela estivesse em acoplamento minimo
com uma métrica gravitacional e de modo que essa métrica seja precisamente a
métrica efetiva.
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SOLUCOES

CE—-1

Por definicao

TH — 2 6(\/ —8 L)
V=g g
entao
Tw =—-Lgu+2L,0,00,0p.

onde L, = 0L/0w. No caso onde usamos o gradiente do campo como a veloci-
dade do fluido para representa-lo trata-se de um fluido perfeito onde as unicas
quantidades nao nulas sao:

p=—-L+2wlL,

p=1L.
E, no caso tipo Born-Infeld tem-se
p=e/Vbw+e
p=—Vbw+te

ou seja, corresponde ao chamado gas de Chaplygin [63]:

e
p=--.
I
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CE -2

Trata-se do estado onde a distribuicao de energia tem a forma de uma constante
cosmoldgica. Isso acontece para

Wy = 22/2

Tem-se, em geral,

p=—-Ayw (X2 —w).

A equacao de estado se escreve
2
p = (AZ2 +4/AZY4 — 4p2> / 4p.
Entdo quando p > AY? tem-se

A%y *
p~— .

No estado fundamental tem-se
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CE —3

A aceleracao do universo muda de sinal no ponto

Wa:§Z2
4

pois a aceleracao é controlada pela expressao
i Aw(4w—31?)

a w (X2 —w)

CE —4

Devemos ter a dindmica escrita alternativamente sob a forma

1
Np=-—-_09 (w/—ga,q)g““):o.
T

Ou seja, a forma da lagrangiana deve satisfazer

2w Ly, + L, — L2 =0.



13 TEORIA GEOMETRICA ESCALAR
DA GRAVITACAO

Comentario

Logo apos o estabelecimento da teoria da relatividade especial (RE) ficou claro
para varios cientistas que a teoria da gravitacao de Newton deveria ser modifi-
cada seriamente para compatibiliza-la com as novas ideias da RE. Entre 1905 e
1912 Einstein, Nordstron, Abraham e outros fisicos, examinaram a possibilidade
de transformar o campo escalar tri-dimensional ¢, newtoniano em um campo
escalar ¢ no espaco-tempo quadri-dimensional. Einstein e Nordstron sugeriram
que essa nova teoria gravitacional deveria ter duas propriedades basicas:

e O campo livre deveria obedecer a dinamica linear O¢ = 0;

¢ A geometria do espaco-tempo por onde os corpos materiais deveriam se
movimentar nao seria mais a descrita na relatividade especial mas sim por
uma geometria conforme dada por g,, = ¢ 7,..

Pouco tempo depois os fisicos realizaram que uma tal estrutura geométrica nao
poderia descrever todos os processos gravitacionais. Quais processos de ori-
gem gravitacional nao poderiam ser descritos por essa teoria?

Recentemente [64] essas dificuldades foram resolvidas pela teoria geométrica
escalar GSG. E dessa teoria que extraimos os exercicios a seguir.
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GSG -1

Considere a teoria de um campo escalar dada pela Lagrangiana

L=V3,b8,on* (13.1)

No caso em que V = 1/2 ela descreve o campo de Klein-Gordon. A equacao de
® se escreve

R%
Oy® 4 =~ w =0
Mty

ou seja

Oy® =

1
—0 —nn*" 0,
=0 (v )
onde V' = dV/d® e n é o determinante de 7,,.

Mostre que é possivel escrever essa teoria em uma métrica riemanniana g,
definida somente em termos da metrica de Minkowski e do campo escalar de tal
modo que na geometria g,, a dindmica se escreve sob a forma [64]

O¢=0

onde )
O0¢ = fqau (V=49 a,0).

‘

GS5G —2
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Considere a metrica de Minkowski dada no sistema de coordenadas (¢, R, 6, )
na forma
ds’ = dt* — dR*> — R* d0

Considere o exercicio anterior no caso especial em que o campo ¢ dependa
s06 da variavel R escreva a equacao de movimento que deve ser satisfeita pelo
campo ¢. Qual a forma da métrica associada?

G5G -3

Considere o caso anterior de um campo escalar dependendo somente da coor-
denada radial R e satisfazendo a equacao

O =0
na métrica qg,,. Fazendo a transformacéao de coordenada de R para r definida por
R=+ar

escreva a forma da metrica g, no sistema de coordenadas (t,r,6,¢). Qual a
forma do potencial V para que essa geometria coincida com a de Schwarzs-
child?

GSG — 4
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Considere a métrica de Minkowski sob a forma [65]

dsz, = dt* — dR* — R dQ.
fazendo a transformacao R = ,/a r onde o depende somente de r encontramos

2
“ﬂ—dﬁ—a<;;fr+1>dﬂ—aﬂdm.

Considere a métrica gravitacional dada por

¢ =an + £ or oo o
w

Quando o campo ¢ = ¢(r) depende somente de r obtemos

1

ds? = = dt> — Bdr® — r* dQ?,
6"
onde )
o 1 da
B = — 1
a+ B <2a dr T >

A dinamica do campo na métrica g, ,

Oe=0
ou seja
r’do/dr
————— = constant
al
onde
s _ 1—3u/r+du/dr
B 1—-3u/r '
onde fizemos a transformacao convencional
2
o1 2K

r

Segue que a equacao para o se transforma em uma cubica:

1
e\/&—kf—le.
o

r
onde ¢ e a sao duas constantes independentes. Uma solucao foi examinada

em exercicio anterior (geometria de Schwarzschild) para ¢ = 0.. Mostre que a
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métrica gravitacional para o caso em que a outra constante se anula a = 0 é

dada por
(1-0)

04— Q2
1-30/22" "

ds®* = (1 —o)dt? —

Mostre que essa geometria nao é plana.

GSG — 5

A dinamica do campo escalar que determina a interacao gravitacional é dada por
[65]

VV oo = —k X
com
(o —3)°
43
onde a = exp(—2d) ek = 8;‘46. A fonte x no caso de um fluido perfeito é dada
por

V =

1 (3e*+1
— (2 o EoT).
X 2<3¥¢—1 )

onde T é o traco do tensor momento-energia definido convencionalmente por

T = 2 5(v/—qlm)
YT VEa b

e a expressao de £ consiste na projecao

T 3,$ 8,

E =
Q
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Q2=0,90,¢q".
Definindo o vetor unitario do tipo-tempo
0,
I, =——"+=
VQ
e, ho caso cosmoldgico onde o campo depende somente do tempo gaussiano o
tensor de energia se escreve

™ =(p+p)I*I" — pg*.

Quando o campo ¢ depende somente do tempo e a métrica tem a configuracao
espacial homogénea e isotrépica. Calcule a evolucao do fator de escala. Qual
a condicao para que exista aceleracao? Compare com a situacao no caso da
relatividade geral.
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SOLUCOES

GS5G -1

A meétrica tem a forma

q‘“’:ozn‘“’—i—é ot eo” ¢
w

onde
w = 0, P9, dn*

e a e f sao funcoes do campo ¢ satisfazendo uma condicao unica:

a+B=aV
Para obtermos o limite newtoniamno pomos

o = exp(—29)

Calcule a inversa g, definida pela relacao

qur @ = 6,..

CE -2

Temos
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onde A é uma constante e o' = da/dR.

2
ds? = L de - 3 dr? — I a7
o o’V o
GSG —3
» 1 5 2 2 102
ds*=—dt-— Bdr-— r-dQ
o
onde
o 1 da
B = — — 41
a+ B (2a dr )
Pondo )
= (a—1)(a—9)
temos
_(04—3)2
4ad

e hesse caso a geometria é a de Schwarzschild.

GSG — 4
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Pondo 5
o1 2K
r
a dinamica do campo ¢ tem a forma
Od=0
ou seja
r’do/dr
————— = constant
al
onde
s _ 1—3u/r+du/dr
B 1—-3u/r '
Dai a equacao de o é
1
evo+ — — o1
(6 r

O valor ¢ = 0 corresponde ao caso . = constante (a massa) gerando a métrica
de Schwarzschild onde > = 1.

Consideremos o caso a = 0 que gera a solucao

onde o é constante e o campo tem a forma

1
®=—1In(1-o0).
5 In(1 o)
A métrica gravitacional é dada por

2 _ (1 _ 2 (1-0) 2 2 402
ds*=(1—-o0)dt 7(1_30/2)2dr redQ-.

Essa geometria nao é plana. Em particular temos
o (90 —8)
Rlg =Ry ="~
6 Y41 —0)r?

e entao

o (90 — 8)

R=— 0" 2)
2(1—0)r?
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Rapus RP™ = Ry, R™ = R,

afuv

Note que para ¢ = 0 0 campo gravitacional ¢ se anula e a métrica colapsa para
a geometria de Minkowski.

GS5G —5

Quando ¢ depende so do tempo, a métrica tem a forma

ds? = dt® — a%(t) (dx* + dy* + dZ%)

onde

1
exp(—29P) =a = 2

A dinamica da GSG se escreve:

2 a a° (2—-3X+9X13a°) 3
VA a) (1+2)
K V(a 2a2>_ 1-32 poa '

onde a pressao p = A\ p.

Na relatividade geral temos a expressao:

a K
—=—(1+X)p.
P G P



14 COSMOLOGIA DE NEUTRINO

Nessa secao construiremos um modelo cosmoloégico na relatividade geral tendo
como fonte um campo spinorial de Dirac. Em secao posterior iremos considerar
a teoria spinorial nao-linear de Heisenberg na formacao de um outro cenario
para a cosmologia.

CN -1
Considere a métrica [35]
ds? = dt* — 2A(t)dzdt — C?(t)(dx* + dy?)

Mostre que na relatividade geral essa geometria pode ser gerada por neutrinos
livres da forma

com
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b1
2

Mostre que a compatibilidade dessa forma do spinor como fonte daquela geo-
metria requer a equacao

Mostre que as unicas componentes do tensor momento-energia do campo do
neutrino sao

Too=Tin=—To1 = — 81m(¢+ ¢)

CN —2

Base de neutrinos fantasmas: O estado do neutrino que cria curvatura é com-
posto de estados-fantasmas cada um dos quais nao cria curvatura.

Considere uma solucao da equacao de Dirac na geometria dada no exercicio
anterior, tal que ¢+q5 = 0. Pelo que vimos uma tal solucao nao gera curvatura.
Trata-se de um neutrino-fantasma. Como a equacao de Dirac é linear, mas o
tensor momento-energia do campo do neutrino é nao linear, segue que a soma

de duas dessas solucoes produz curvatura.

Mostre que toda solucao do campo de neutrino pode ser construida como com-
binacoes desses neutrinos-fantasmas. Isto €, mostre que eles podem gerar uma
base completa de solucoes da equacao do neutrino.
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Dessa forma, pode-se afirmar a existéncia, nessa geometria acima, de uma base
de neutrinos-fantasmas, tal que o estado do neutrino que gera curvatura é com-
posto de uma colecao de estados-fantasmas, cada um dos quais nao gera cur-

vatura [66].
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SOLUCOES

CN —1

O tensor de energia-momento do campo spinorial é dado por

i- i
Tur = V6V V = VWV

As unicas componentes do tensor de Ricci dessa métrica sao:



15 ELETRODINAMICA NAO-LINEAR EM
ESPACOS CURVOS

Vamos examinar agora algumas situacoes fisicas envolvendo teorias nao-lineares
do eletromagnetismo e a gravitacao descrita pela teoria da Relatividade Geral.

ENL —1

Existem sete tipos diferentes de interacao nao-minima da campo eletromagné-
tico com a métrica. Quais sao eles?
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ENL — 2

Considere um campo eletromagnético interagindo minimalmente com a gravita-
cao descrita no esquema da relatividade geral. Calcule o caso estatico em que

uma carga @ produz um campo elétrico £ e o campo gravitacional correspon-
dente.

ENL —3

Teorias nao-lineares do campo eletromagnético permitem realizar estados inter-
pretados como "vazio classico"onde o tensor de energia do campo pode ser
identificado como sendo de uma constante cosmoldgica. Quais sao as condi-
coes minimas para que este estado exista em uma dada teoria L(F)?

ENL — 4



221

Regime assintoético

Considere a teoria do campo eletromagnético controlada pela lagrangiana

1 'u,2 ﬁ2
L=o’F—-F— "+ =
a 1 F+F2

Examine o comportamento do campo elétrico de uma particula pontual no infi-
nito espacial desta teoria no caso estatico onde F,; = E(r) é a unica componente
nao-nula do campo. Mostre que a distribuicdao da energia é anisotropica, mas no
infinito ela se comporta como uma constante cosmoldgica se no limite r — 0 o
campo vai para um valor constante diferente de zero. Se adicionarmos um termo
extra na Lagrangiana pode-se eliminar o campo residual constante no infinito.
No caso da eletrodinamica linear de Maxwell esta ambiguidade nao aparece.

ENL —5

Mostre que a teoria nao-linear do eletromagnetismo de lagrangiana

1 ,Ll,2 52
L=o’F->F-" 4+ =
a 1 F+F2

admite uma solucao especial na qual sua distribuicao de energia coincide com
uma constante cosmolégica. Compare com as duas propostas de Born e Infeld

de teorias dadas por

L]_ - —ﬁz\/U

Ly, =—p*VU+ B
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A escolha de L, foi a preferida por eles, baseada na hipétese de que o campo
eletromagnético deve ser nulo no infinito espacial.

ENL -6

Estude o estado do vazio, a solucao estatica e a positividade da energia da teoria

F [J,2
[ =—— ——.
4 F

ENL — 7

As equacoes de Maxwell no vazio sao invariantes por rotacao dual. Isso significa
que a dinamica do campo nao é afetada pela transformacao infinitesimal

Fu, = cos@ F,, +sinf F;,

F’:V = —sinfF,, +cosbF},



223

Com efeito, temos para a Lagrangiana de Maxwell a transformacao
[ = (cos? —sin?) L +2 cos@ sin6G.

Se 0 é constante, entao o termo adicional na Acao de Maxwell nada mais é do
que uma integral topoldgica (divergéncia total) que nao contribui (em geral) para
a dinamica do campo. E possivel generalizar a rotacdo dual de tal modo que
ela nao seja global, mas sim local? Em outras palavras, podemos manter a
invariancia do eletromagnetismo quando o angulo de rotacao dual for funcao de
ponto? Ver [67].
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SOLUCOES

ENL —1

Existem sete tipos diferentes de interacao nao-minima da campo eletromagné-
tico com a métrica e podemos dividi-los em duas classes:

Classe | (violando a invariancia de gauge)

L, = RW,W*
Ly, = R, WHW*

Classe Il (preservando a invariancia de gauge)

Ly = RFuF*

Ly = RF,F*

Ls = Ry, FHLF™
Lg = RP™ Fop F*
L7 = Rapu F*FF™

Note que a classe | nao requer nenhuma constante dimensional para constituir
uma lagrangiana; no entanto a classe Il requer a introducao de uma constante
com dimenséo L°.
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ENL — 2

Solucao estatica e esfericamente simétrica e o regime assintotico

Temos para a forma da geometria:

ds® = e’ dt* — e* dr* — r*(d6? + sin*0 dp?)
A Unica componente nao-nula do campo elétrico é dada por
F01 = E(I’)

temos entao

FOl — gOO gll F()]_ — e—(l/-i-}\) E

e, consequentemente
F=—-2eNE2

Da expressao do tensor momento-energia dada por
Tow=—4LFF,"Fo — Lgu

segue que as unicas componentes nao-nulas so:

Too = —Le"—4Llpe?E?
Tiu = Le*+4lpe”E?
T, = r’L

Tss = r’sin6lL

A expressao das componentes do tensor

1
GI-U’ = RI-U’_ ERgF“,
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é dada por
1 N 1
GO — R Sl W
0 € (r2 r) r2
1V 1
Gl — (= Yy -
! € (r2 + r) r2
1 (l//)2 l/l _ )\/ >\/ l//
2 T oA AN .
62 = SVt > )
G = G%

As equacoes da relatividade geral reduzem-se a:

1 Y 1
e S-S ) —S =L44lpe N E
r2 r r2

Além destas, tem-se a equacao do campo elétrico:

6,,(\/ —8 LF FPW) =0.
Usando essas equacoes obtém-se
vV + XN =0.

ou seja v + )\ é constante. Segue entao que a equacao do campo elétrico £
coincide com a equacao do campo no caso em que a geometria é do tipo de
Minkowski, isto é

r? Lg E = constante.

No caso linear de Maxwell, é possivel encontrar imediatamente uma solucao
completa do sistema acoplado dos campos elétrico e gravitacional dada por

Q
E — ﬁ
%G
e = 1-M 4 Q

r 2c*r?
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onde
rH:2GM

e G é a constante de Newton.

ENL —3

Chamamos vazio classico nao-nulo toda solucao das equacées dinamicas de
uma teoria nao-linear representada por uma lagrangiana L(F) que satisfaz as
trés condicoes:

¢ A solucao possui o invariante constante, isto é,
F = Fv;
e O valor da Lagrangiana no ponto v nao é zero, isto é,

L(F,) # o;

e O valor da primeira derivada da Lagrangiana em relacao a F no ponto v é

zero, isto é,
dL
(w)v =0

Nesse caso, a distribuicao de energia do campo é dada por

Tw = L(F,) g™,

ou seja, pode ser interpretada como uma constante cosmoldgica.
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ENL — 4

O tensor momento-energia tem a forma:

T =—Lny —4LF Fuo F*v

que, no presente caso onde a unica componente nao-nula do campo elétrico é
dada por Fy; = E(r) possui a forma anisotropica
1
0 _ 71 _ 28 6 7,22  ER2
TO=T = ;5 (4807E° +2E° — 6u°E” — 56°)
1
2 _ 73 _ 28 6 22 2
=T = - & (1602 E® + 2E° + 2p2E? + B?)

No regime assintoético, onde £ = £, = E;, obtemos

16’ Ey + E3 —u?Ey— 8% =0.

A expresao da distribuicao de energia-momento adquire nesse limite a forma
diagonal e isotropica
1
TO Tl T2 T3 3 2 2
O_— 1_— 2_— 3——rg(EO+3M E0+25)

que imita a distribuicao de energia tipica de uma constante cosmoldgica.
Comentario

Para uma teoria nao-linear do eletromagnetismo uma nova possibilidade ocorre
no que concerne a esta estrutura no infinito. Isto significa que para uma eletro-
dinamica nao-linear o fato de o campo se tornar constante no infinito espacial
nao implica que ele seja nulo. Tal propriedade pode ser traduzida através da
seguinte questao formal: qual é o regime assintético da métrica? Sera ela uma
geometria do tipo Minkowski ou do tipo deSitter?

Na eletrodinamica linear a resposta a esta pergunta é conhecida e nao coloca
nenhuma duvida: o espaco de Minkowski. O mesmo nao pode ser dito no caso
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em que o campo auto-interativo é combinado com as equacoes da relatividade
geral. A possibilidade de uma geometria tipo deSitter aparece como uma boa
solucao, em teorias onde o estado L = 0 existe. Uma tal situacao é melhor
explicitada no contexto da cosmologia.

ENL —5

Uma simples inspecao na equagcao de movimento da teoria nao-linear mostra a
existéncia de uma solucao particular tal que a distribuicao de energia ¢ a mesma
de um estado fundamental do tipo vacuo representado por uma constante cos-
moldgica. De fato,

(LeF*")., = 0.

Consideremos a solucao F = Fy = constante tal que
2r4 F3 2 2
20°F —Tﬂu F—28°=0.

Esta é a condicao que satisfaz a eq. de movimento, uma vez que L se anula
neste valor F,. Neste estado o tensor energia momento toma a forma:

T;U/ = Agp.uv
onde

A= —L(F).

Esta propriedade é tipica da eletrodinamica nao-linear. Uma tal possibilidade
nao pode estar presente na teoria de Maxwell.

O vazio fundamental de que falamos acima nao existe em todas teorias nao-
lineares. Para entender o que acontece nestes casos vamos voltar ao exemplo
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da teoria de Born-Infeld. Consideremos a teoria dada por

L=-pVU (15.1)
Neste caso o tensor de energia-momento se escreve
T = FoF +(i+52W) (15.2)
j77% \/U n av 16ﬁ2\/U g;u/ .

Note que a derivada da Lagrangiana em relacao ao invariante F nao se anula,

pois ela vale
1

VU
Entretanto, quando o campo é nulo, isto é, F,, = 0 aparece um residuo na ener-
gia do tipo

Lr =

Tp,u(o) - ﬁz Euv-

Este valor pode ser excluido da Lagrangiana pois ele nao representa um estado
fundamental nao-nulo para o campo.

De outro modo, quando a teoria for tal que uma solugao na qual

dL
(w)ﬁ‘)

existe e o valor correspondente F, nao é zero, entao esta-se em presenca de um
estado legitimo do campo, que chamamos de estado fundamental.

ENL -6

A equacao de movimento assume a forma

(a+2Bya-2Bp) o
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Vazio classico

Dentre todas as solucoes possiveis de uma teoria nao-linear uma tem especial
relevancia. Trata-se daquela que anula a primeira derivada da Lagrangiana em
relacao ao invariante F. Na teoria que estamos examinando, isso ocorre para

Ff = 4u2.

Neste estado o tensor momento-energia tem a forma de uma "constante cosmo-
Iégica"dada por

T[.LIJ =A Euv,

Positividade da energia

Da expressao da energia

2 2
SR EEY
vemos que a situacao mais perigosa ( aquela que permitiria a esta funcao p nao
ser positiva sempre ) ocorre quando s6 existe o campo elétrico. Fazendo B = 0
temos , ,
p= LZ (1- 3;)

Neste caso, se £ < 3pu? entdo a densidade de energia poderia ser negativa.
Isso acarretaria,como vimos acima, que uma dada fonte de carga () poderia ge-
rar configuracoes que seriam interpretadas como se esta carga trocasse seu
sinal ao passar pelo ponto em que a densidade se anula. Para esclarecer esta
situacao, vamos examinar o caso do campo gerado por uma carga isolada.

O campo estatico de uma carga puntiforme
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Pondo
F01 = E(r)

como a unica componente nao-nula do campo, temos para a equacao de £ em
um sistema de coordenadas esférico

Lr E r> = constante

No caso em questao,

Segue dai que

e Quando r — 0, entao £ — oo;
e Quando r — oo, entdo E* — pu?;

Note que o limite do campo na regiao assintoética fica determinado pelo valor da
constante . Vemos entao que o campo — uma funcao monétona — diverge na
origem (r = 0) e tende assintoticamente ( quando r — o) para o valor minimo
E:} =2

Isso significa que a Lagrangiana neste valor minimo do campo nao se anula. No
caso da teoria linear de Maxwell, o valor minimo é zero e neste valor a Lagran-
giana se anula, assim como a densidade de energia. Para que o mesmo ocorra
aqui,nos iremos adicionar — ao estilo Born-Infeld — uma constante na Lagrangi-
ana que passa a ser dada por

Assim, a densidade de energia tem o valor

_E 3

> “op2 TH

No limite assintético, quando o campo vai para a constante £, a densidade de
energia vai para zero.
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ENL — 7

Em geral, desde o artigo seminal de Yang e Mills de 1954, tem sido costume
realizar uma tal extensao de uma simetria global para uma simetria local, através
do chamado mecanismo de gauge. Exemplo mais simples é o da simetria U(1).
Consideremos a teoria do eletron cuja dinamica é dada pela lagrangiana

L:ﬁc@@%@W—;@QWW—u®W>
obtendo-se assim a equacao de Dirac
Vo,V —pv=0

que é invariante pela transformacao

V= ¢ v,

Se fizermos a constante 6 depender de ponto, vemos que a teoria nao é mais
invariante. O modo mais simples de preservar a invariancia consiste em intro-
duzir um campo eletromagnético cuja interacao com o eletron seja feita através
do chamado acoplamento minimo. Isto significa que a derivada simples §, que
aparece na teoria do eletron seja alterada para uma derivada covariante D, pela
construcao

D,V=(0,—ieA,)V

E imediato ver que um tal procedimento ndo pode ser aplicado diretamente aqui,
no caso da generalizacao da rotacao dual. Nés iremos entao prosseguir de um
modo diferente, mais proximo do que vimos atras envolvendo acoplamento nao-
minimo. Comecamos por introduzir um campo escalar complexo ¢ definido em
termos de dois campos reais ¢ e n pela relacao

d=¢+in.

Consideremos o0 acoplamento nao-minimo entre o campo vetorial e este campo
escalar dado pela Lagrangiana

L=¢Fop FP+nF** Fig
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Esta dinamica é invariante por transformacao dual para um angulo de rotacao
dependente de ponto 6(x) se ao mesmo tempo o campo escalar sofrer uma trans-
formacao dada por

® =exp(—2i6)d
ou seja, pela rotacao

¢ =cos(26) ¢ +sin(20)n

N = —sin(20) ¢ + cos(260)

A Lagrangiana acima deve ser implementada pela dinamica do campo escalar.
Para isso podemos usar a Lagrangiana

Lo =08, 0"

Note entretanto que esta parte da dinamica nao é invariante pela rotacao do
campo escalar. Podemos prosseguir se aceitarmos que a interacao entre o
campo escalar e o campo vetorial tem, além daquele termo nao-minimo um
termo de acoplamento minimo. Com efeito, pondo

L = ¢ Fap F*? +nF*F Fi5 + D, ®* D* &

Esta dinamica é, com efeito invariante pela rotacao dual do campo vetorial e a
rotacao do campo escalar. Este resultado é curioso, pois o que acabamos de
mostrar pode ser resumido a seguinte forma: uma transformacao de gauge de
um campo ecalar ¢ requer a introducdo de um campo (vetorial) de gauge F,,
para que esta transformacao seja dependente de posicao. Por outro lado, uma
rotacao dual local (isto é, dependente de posicao) do campo vetorial para que
tenha sua dinamica preservada por esta transformacao requer um acoplamento
nao-minimo com um campo escalar, que pode ser o mesmo campo . No pri-
meiro caso, quem permite a invariancia da teoria é o conhecido mecanismo de
Yang-Mills. No segundo caso quem re-estabelece a invariancia da teoria é o
campo escalar.



16 EFEITOS COSMOLOGICOS DA ELE-
TRODINAMICA NAO-LINEAR

Comentario

Os efeitos de uma teoria do campo eletromagnético nao-linear em um contexto
cosmologico foram estudados em varios artigos [10]. Processos nao-lineares
tem grande relevancia em trés questoes fundamentais na cosmologia relativista
[58, 59]:

e Causalidade;
¢ Singularidade;
e Aceleracao do universo.

Nés iremos ver que na teoria linear do eletromagnetismo a singularidade cosmo-
Iégica é inevitavel. Isso nao ocorre nas teorias nao-lineares. A forma geral da
dinamica do campo eletromagnético, compativel com principios da covariancia
e conservacao da carga (invariancia de "gauge") pode ser escrita sob a forma

L =L(F,G),

onde F = F*F,, e G = F*F}, construido com o dual. Em geral estes campos
aparecem sempre sob forma de média (cf adiante) e nos cenarios de universo
padrao somente o invariante F é considerado. Assim, a Lagrangiana aparece
como uma funcao regular que pode ser aproximada por um polinémio ou por
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uma série contendo poténcias positiva e negativa (série de Laurent). Poténcias
positivas sao importante e dominam a dinamica gravitacional na vizinhanca de
seus momentos de curvatura extremamente elevada. Poténcias negativas de F
controlam o outro extremo, isto &, no caso de campos extremamente fracos [59].
No primeiro caso, ela pode influenciar de tal modo a produzir um "bouncing"e
evitar a singularidade inicial; no segundo caso, modifica a evolu¢cao da geome-
tria cOsmica para grandes valores do seu fator de escala e produzir aceleragao.

Os exercicios aqui propostos se enquadram na geometria do tipo Friedman. Ade-
mais, consideraremos na média sobre os campos somente a parte magnética.
Ver argumentos apresentados em [68]. Uma tal configuracao de puro campo
magnético médio combinado com a dinamica das equacodes da Relatividade Ge-
ral recebeu o nome genérico de Universo Magnético [novello3].

O procedimento da média e a representacao do fluido

Dada uma Lagrangiana independente de calibre L = L(F), escrita em termos do
invariante F = F,, F"" segue que o tensor momento-energia associado, definido
por

o 2 4L/ —g
#"_\/__g 5’)"“’ !

reduz-se a

Ty =—-4LrF,"Fo, — Lgu.

No cenario cosmoldégico padrao a estrutura métrica do espaco-tempo é associ-
ada a geometria de FRW. Por compatibilidade com o cenario cosmoldgico, isto
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é, de forma a se obter uma configuracao homogénea e isotropica da geometria,
um processo de média deve ser utilizado sobre os campos.

Definimos uma média a quantidade X no tempo t pela relacao

<~ . 1 3
X:\/ILrR/()V/X«/—ng,

onde V = [,/—g d3x e , é um tri-volume suficientemente grande, dependente

do tempo. Nesta notacao, para que o campo eletromagnético seja fonte do mo-
delo de Friedmann precisamos impor

E,‘ZO, HIO

1

1 N 1
E;Ej:—g Ezg,'j, H,‘ HJ:—§ H2g,'j.

Com estas condicoes, o tensor momento-energia do campo EM associado a
Lagrangiana L = L(F) pode ser escrito como aquele de um fluido perfeito

T = (P + P)VuVe — P Guv,
onde

p = —L—4LgE?
4
p = L—§(2H2—E2)LF,

UNIVERSO MAGNETICO

Um caso particularmente interessante ocorre quando somente a média do campo
magnético nao se anula, isto é, quando E£? = 0. Este caso vem sendo intensa-
mente estudado em modelos cosmolégicos chamados Universo Magnético que
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iremos agora examinar. Uma tal propriedade é possivel no caso da cosmolo-
gia, pois no universo primordial o campo elétrico é amortecido pelas cargas do
plasma primordial, enquanto as linhas de campo magnético permanecem “con-
geladas” [68]. Independentemente deste fato, em [59] certa atencao foi dada ao
caso em que £2 = 02B2? # 0.

Uma propriedade interessante do Universo Magnético se deve a que ele pode ser
associado a um conjunto de fluidos perfeitos, sem interacao como os exercicios
a seguir irao mostrar.
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ECNLE —o

Mostre que é possivel construir um cenario cosmologico tendo o campo eletro-
magnético como fonte e possuindo as seguintes caracteristicas:

A geometria do universo é controlada por um campo magnético (médio);
No infinito passado a sua distribuicao de energia, representado pelo re-
gime assintético do campo magmético é equivalente a uma constante cos-
moldgica;

A configuracao inicial é instavel: o universo comeca a colapsar;

A contracao para ao atingir um valor minimo do fator de escala a,,;, = a;
Neste estado a densidade de energia tem um minimo;

A seguir, comeca uma fase de expansao acelerada;

O final desse universo consiste em uma configuracao semelhante ao inicio,
isto é, um fluido perfeito com o + p = 0, e 0 volume tende ao infinito.

ECNLE —1

Mostre o seguinte resultado: Toda teoria nao-linear do campo Eletromagnético
cuja Lagrangiana é da forma L = L(F) em um contexto cosmolégico do tipo
universo magnético se caracteriza pelo fato de que o campo magnético B possui
a mesma dependéncia com o fator de escala, B = B, a2, independentemente da
funcao especifica da Lagrangiana L(F).
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ECNLE — 2

Esta propriedade acima implica que para cada potencia F* na lagrangiana

L=> cF*

é possivel associar uma configuracao de fluido especifica com densidade de
energia p, e pressao p,. Qual a correspondente equacao de estado?

ECNLE — 3

Além da equacao de conservacao, a outra equacao da RG se escreve

. 2 3
=30+ %

ou seja
(a°+V=c¢
com
pa’

v=-F~L,
3

Essa dinamica pode ser interpretada como a equacao de uma particula subme-
tida a um potencial V com energia total dada por ¢. No universo magnético a
densidade de energia é dada por

p=—L.

Qual deve ser a dependéncia da Lagrangiana com o invariante do campo da
teoria nao-linear para que o potencial tenha uma forma especificada?
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ECNLE — 4

Vamos considerar o modelo descrito pela Lagrangiana

1 “2 ,82
Lr=Li+Llo+ls3+Lly=0*F>—>F— -4+ =,
F 1+ Lhtls+ls=a 2 F + 2
onde «, B, 1 sao parametros arbitrarios. Mostre que essa lagrangiana da origem
a um universo magnético gerado por quatro fluidos independentes. Qual a res-

pectiva expressao das densidades de energia e pressao?

Esse modelo permite fases de bouncing e de aceleracao. Quais as condicoes
para que exista um bounce? Quais as condicoes para que a expansao do uni-
verso seja acelerada? O valor maximo da densidade ¢ ndo acontece necessaria-
mente no bouncing. Por que?

Compare esse cenario completo gerado por L com os trés casos particulares:

e casoa: a=0;
e caso b: u =0;
e casoc: =0

Mostre que a densidade total de energia no modelo cosmoldgico em questao é
sempre positiva e bem definida. Mostre que o universo é uma estrutura ciclica,
tendo suas caracteristicas sintetizadas da seguinte forma:

e Passo 1: o universo contém uma fase de colapso na qual o fator de escala
alcanca um minimo ag(t);

e Passo 2: apos o ricochete o universo expande com 3 < 0;

e Passo 3: quando o fator 1/F domina o universo entra em uma fase de
regime acelerado;
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¢ Passo 4: quando 1/F2 domina a aceleracdo muda de sinal e comeca uma
fase na qual 3 < 0 uma vez mais, o fator de escala alcanca um maximo e
aparece um novo ricochete, comecando uma nova fase de colapso;

e Passo 5: o universo repete 0 mesmo processo, passando pelos passos 1,
2, 3 e 4 novamente e assim por diante, indefinidamente.

ECNLE —5

Mostre que o sistema combinado de equacoes da métrica cosmica e do campo
magnético descrito pela relatividade geral (RG) e pela teoria nao linear da eletro-
dinamica (NLED) permite o aparecimento de uma bela conspiracao: as contribui-
coes negativas a densidade total de energia, oriundas dos termos L; e L, hunca
superam as contribuicoes positivas vindas de L, and L;. Antes de se alcancar
os valores indesejaveis onde a densidade de energia poderia ser negativa, o uni-
verso “ricocheteia” (para valores enormes do campo) e “re-ricocheteia” (para va-
lores minimos do campo) evitando precisamente esta dificuldade. Mostre essa
afirmacao.

ECNLE —6
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Passemos agora as condicGes genéricas necessarias para que o universo apre-
sente um bouncing (ricochete) e uma fase de expansao acelerada. Das equa-
coOes da relatividade geral segue que a aceleracao esta relacionada com o seu
conteudo material pela relacao

a 1
35 = —5(/0 +3p).

Assim, para que o universo tenha uma aceleracao a matéria precisa satisfazer o
vinculo (p + 3p) < 0. No caso da teoria nao-linear da questao anterior estude as
condicOes para que isso ocorra.

ECNLE — 7

Dualidade no Universo Magnético como consequéncia da simetria inversa

O cenario cosmologico apresentado no exercicio anterior lida com uma geome-
tria espacialmente homogénea e isotropica que apresenta um comportamento
simétrico para valores pequenos e grandes do fator de escala. Este cenario é
possivel quando o comportamento da fonte de curvatura para altas energias é o
mesmo que no regime fraco. Isto se da precisamente no caso do universo mag-
nético que estamos considerando. Mostre que para se obter uma configuracao
perfeitamente simétrica devemos aceitar o Principio de Simetria Inversa que re-
quer que a teoria nao-linear da eletrodinamica deve ser invariante pela acao da
transformacao
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ECNLE -8

Mostre que essa transformacao de simetria nada mais é do que uma transforma-
cao conforme.

ECNLE — g

E possivel examinar os efeitos do universo magnético controlado pela Lagran-
giana acima fazendo uma analise qualitativa usando analogia com a mecanica
classica. A equacao de Friedmann reduz-se a

P +V(@@)=0
onde v N
_ 6 10
V(a)—g—?—PQ +Qa

€ um potencial que restringe o movimento da localizacéo a(t) de uma "particula”.
As constantes em V sao dadas por

4a’B} _ Bj w? 4o p*
3 6" 6B2' ¥ 3B

M =
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e sdo positivas. A dependéncia do campo como B = B,/a? implica na existéncia
de quatro épocas distintas. Quais sao elas?

ECNLE — 10

Universo quase-magnético

Alguns autores argumentam em favor do principio de equiparticao impondo en-
tre a média do campo elétrico £ e a média do campo magnético B a relacao

E?(t) = B?(t) = €(t).

Como extensao dos casos examinados atras de universo magnético, considera-
remos agora o caso geral

E2 — 0_2 BZ
onde ¢ pode no maximo depender do tempo. A expressao do invariante que nos

interessa assume a forma
F=2(1-0%B

A densidade de energia se escreve (no caso geral L = L(F) ) como

p = —L—4E%L¢
4
p = L+§(E2—282)LF
Pondo

L= cF*
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temos

g

2022
= Fsi1+ = k
po= X (+31—02)

202
§ k
p= aF <_1_1_2k)

Escrevendo

P:ZPk

p = Z Pk
e definindo uma "equacao de estado''como
Pk = Ak Pk

encontramos

1 (3(1— a2)+2k(a2—2)>_

A= — =
, 3 1—024+202k

O traco do tensor de energia-momento é dado por

T=p—3p=4% aFk-1).

Alguns comentarios sobre esta relagao.

e Quando a teoria for linear, isto é, o dominio de k se reduz ao valor Kk = 1, a
equacao de estado independe do valor de o.
e Quando valer a equiparti¢do (o = 1) tem-se

1 (2k-1
A\, = =
=5 ()
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O caso Born-Infeld

Embora a teoria Born-Infeld seja nao-polinomial, podemos considerar o efeito
de o # 0 na teoria dada por

L=p(1-VU)

onde U tem a expressio convencional U = 1 + F/2 82. Calcule o cenario cosmo-
I6gico nesse caso.

ECNLE — 11

Dinamica

No caso de lagrangiana polinomial separamos as densidades por suas depen-
déncias com o parametro k que caracteriza a poténcia da funcao do campo F..
Resta agora considerar a dependéncia da conservacao de energia com este pa-
rametro. No caso em que ¢ = 0 e que chamamos universo magnético, vimos
que cada termo pode ser entendido como um fluido independente e consequen-
temente se conserva, posto que nao existe interacao entre as partes. Como se
altera essa situacao quando ¢ nao for zero?
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ECNLE — 12

Sistema Dinamico

Vimos que o cenario cosmoloégico de Friedman reduz o conjunto de equacoes da
relatividade geral a somente duas, a saber, a lei de conservacao da energia (en-
volvendo somente a derivada temporal da densidade de energia) e a equacao de
Raychaudhuri de evolucao do parametro de expansao ©. Essas duas equacoes
constituem um sistema dinamico planar autbnomo da forma

p = fi(p,©)
© = £(p, ©)

Mostre que é possivel fazer uma transformacao de variaveis definindo (Q, P) em
termos das antigas (p, 9) que permite definir uma Hamiltoniana H em termos das

novas variaveis, pois em geral p e 6, nao sao variaveis canonicamente conjuga-
das.
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SOLUCOES

ECNLE —1

Consideramos a geometria da forma (note que limitaremos nossa analise a se-
cao euclideana)

ds’ = dt* — a(t)? (dr’ + rdQ?).

O fator de expansao 6 tem a forma

A conservacao do tensor momento-energia projetado na direcao da velocidade
co-movente v* = ¢} gera a relacdo

p+(p+p)8=0.

Usando a Lagrangiana acima L(F) no caso do universo magnético tem-se, para
a densidade de energia e pressao as equacoes:

onde

F =2B?
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Substituindo estes valores na lei de conservacao tem-se
2y 2 a
LFkB)+4Ba]—O

onde L = 0L/0F, que completa a demonstracao de que a evolugcao do campo
magnético em termos do fator de expansao é dado por B = By a 2.

ECNLE — 2

ECNLE — 4
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1 = —a® F?, P1 = §;01
P2 = iF, p2 = ;P2
_ _ T
p3 = F p3 = —5,03
B? 11
Ps = ~F2 Ps = —?P4

Usando a dependéncia do campo na equacao do fator de escala encontramos

1

1 = —4a283§
By 1
~= S

2

_ K
p3 = 288‘9
2

Py = —i438-
4B;

Segue dai que podemos distinguir diferentes "eras"dependendo do valor do fa-
tor de escala. Quando a(t) for muito pequeno, o termo dominante provém da
Lagrangiana L; e quando este fator for muito grande quem controla a evolucao é
L,; os outros dois termos disputam a predominancia no intervalo entre estes ex-
tremos. E importante ressaltar uma propriedade notavel do sistema combinado
envolvendo esta teoria nao linear da eletrodinamica e as equacoes de Friedmann
para a evolucao cosmica: a inspecao das expressoes para os valores da densi-
dade de energia exibe o que poderia ser uma possivel dificuldade deste sistema
em situacoes extremas, isto é, quando os termos F? e 1/F2 dominam. Afinal,
lembremos que se o raio do universo pode atingir valores arbitrariamente pe-
quenos e/ou arbitrariamente grandes, deveriamos nos perguntar sobre a ques-
tao da positividade da energia ao longo da evolucao. Essa questao é examinada
no exercicio seguinte.
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ECNLE —5

Isto ocorre no limite pz = prg = 0, como se pode ver da equacéao
92
pP=73
Cumpre ressaltar que esta nao é uma condicao extra imposta a mao, mas uma
consequéncia direta da dinamica descrita por L(F). De fato, em estagios remo-

tos da fase de expansao a dinamica é controlada pela Lagrangiana aproximada
L+ =~ L, =L, + L,. Segue entao o resultado

F
p:Z(1—4a2F).

Usando a lei de conservacao concluimos que a densidade de energia sera sem-
pre positiva uma vez que existe um valor minimo para o fator de escala dado
por at. = 8a?B2. Uma conspiracao similar acontece no outro extremo quando
a(t) € muito grande e pode-se aproximar L+ ~ L,3 = L, + L3, que mostra que a
densidade permanece positiva e definida, ja que a(t) permanece limitado, alcan-
cando um maximo no momento em que a solucao apresenta um ricochete. Este

extremo ocorre precisamente nos pontos onde a densidade total se anula.

ECNLE —6

Temos que (p + 3p) < 0 translada-se para
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Segue que qualquer teoria nao-linear da eletrodinamica que satisfaca esta desi-
gualdade gera uma expansao acelerada. No presente modelo os termos L, e L,
produzem aceleracao negativa; L; e L; geram regimes inflacionarios (5 > 0). No
caso da Lagrangiana L acima temos:

p+3p=—6a’F*+ — — — +

Para se analisar as condi¢c6es de existéncia de um bouncing (ricochete) é con-
veniente re-escrever a equacao para a aceleracao usando explicitamente o fator
de expansao 6, a equagao de Raychaudhuri:
é+:1))92 = —;(p+3p)

Além das condicoes acima para a existéncia de aceleracao, restricoes adicio-
nais para a(t) aparecem. A existéncia de um minimo (ou maximo) para o fator
de escala implica que no ponto de ricochete a inequagao (ps + 3pg) < 0 (ou,
respectivamente, (ps + 3ps) > 0) deve ser satisfeita. Note que no extremo (ma-
ximo ou minimo) do fator de escala a densidade de energia se anula. Esta é uma
consequéncia direta da primeira integral na equacao de Friedmann.

ECNLE — 7

Ao aceitarmos o Principio de Simetria Inversa segundo o qual a teoria nao-linear

da eletrodinamica deve ser invariante pela acao da transformacao
~ cte
F—F=—
F

para a Lagrangiana em questéo deve-se escolher a constante como 442, Isto res-
tringe o numero de parametros livres de trés para dois, uma vez que a aplicacao
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direta deste principio acarreta 8> = 16a’u*. Esta simetria induz uma simetria
correspondente para a geometria. De fato, a dindmica cosmoldgica é invariante
pela acao deste mapa dual

a(t) — a(t) = 2o L

JE a

Esta invariancia implica em uma estrutura ciclica no cenario cosmoldgico.

ECNLE -8

Define-se um tempo conforme - representado pela letra graga n pela relacao

dt = a(n) dt.

Usando este tempo conforme, a geometria toma a forma

ds® = a(n)? <dn2 —dr’ — r2dQ2> :

Entéo, realizando o mapa conforme que consiste numa aplicacao da métrica g,
em uma outra g, tem-se:

Buv = w? Buv
onde w = \/a?, and X = By/,/p.

Note que, ainda que a Lagrangiana L+ nao seja invariante por uma transformacao
conforme, o precesso de médias usado para se compatibilizar a dinamica do
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campo eletromagnético com a geometria de Friedmann é invariante. De fato,

temos

42

F=8"8" FapFpo =~

ECNLE —9

As quatro eras do Universo Magnético

A dinamica do universo magnético pode ser obtida qualitativamente da analise
das equacoes de Einstein. Distinguimos quatro periodos distintos de acordo
com o dominio energético de cada um deles.

O regime mais remoto (controlado pelo termo F2); a era de radiacdao (onde a
equacao de estado p = 1/3p controla a expansao); a evolucao acelerada em
terceiro periodo (onde o termo do tipo 1/F é o mais importante) e finalmente a
ultima era, onde 1/F? domina e a expansao termina, o universo passando por
um re-bounce e entrando em uma era de colapso. Vamos exibir cada uma delas.

Era de ricochete

No limite de campo forte o valor da curvatura escalar é pequeno e o volume do
universo alcanca um minimo, a densidade de energia e a pressao sao dominadas
pelos termos quadraticos F? e tem a forma aproximada
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82
7 (1 — 8a2 82)
B2

Q

I

Usando a dependéncia B = B,/a?, obtemos

o kBg 8a283
a = 52 1-— " — €.

Lembremos que estamos examinando aqui a secao euclideana (¢ = 0). Contanto
que o lado de direito dessa equacao nao seja negativo, segue que o fator de
escala a(t) nao pode se tornar arbitrariamente pequeno. De fato, a solucao é

dada como
2 2
a* =B, g(152+12oz2).

O periodo de radiacao pode ser obtido da equacao acima escolhendo o = 0.
Como consequéncia, o campo magnético B evolui no tempo como

, 3 1
T 2241202
Note que em ¢t = 0 o fator de escala do universo alcanca um valor minimo no
bounce

ap = B, V8a2.

Consequentemente, o valor ag depende de B,, que para um dado «, u torna-se o
unico parametro livre do modelo. A densidade de energia p alcanca seu maximo
para o valor pg = 1/64a2 no instante t — tg, onde

tg = v12a2.

Para valores pequenos de t a densidade de energia decresce, se anulando em
t = 0, enquanto a pressao torna-se negativa. Apenas para valores muito peque-
nos do tempo t < /4a2/k os efeitos nao-lineares sao relevantes para a solucao
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cosmoldgica para o fator de escala normalizado. De fato, a solugcao acima é a
expressao do caso de Maxwell no limite de grandes tempos.

Era de Radiacao

O termo padrao de Maxwell domina em regimes intermediarios. Gracas a depen-
déncia a—2 no campo, esta fase e definida por B2 >> B* gerando a aproximacéo

82
P
B2
P~ g

Esta fase é dominada pelo regime linear do campo eletromagnético. Suas pro-
priedades sao as mesmas daquelas descritas no modelo cosmoldgico padrao.

Era de aceleracao: campos fracos propulsionam a geometria

Quando o universo torna-se maior, poténcias negativas de F dominam e a distri-
buicao de energia se torna tipica de um universo acelerado, isto é:

~ LK
P op
L K
P~ "6 B

No regime intermediario entre o regime de radiacao e aceleracao o conteudo de
energia é descrito pela forma combinada

B w1
P= T B

ou, em termos do fator de escala
B3 1w,

=5 a2 T2
2 a* 2B3
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Para a suficientemente pequeno e o termo de radiacao quem domina. O termo
1/F apenas supera depois de a = /Hy/u, e deveria crescer sem limites em
tempos posteriores. De fato, o escalar de curvatura e

4u?

BT

mostrando que se deveria esperar uma singularidade da curvatura no futuro
do universo onde a — oo. No entanto, a presenca do termo 1/F? altera este
comportamento. Com efeito, usando esta densidade de matéria temos

R=T! =p—3p=

7

Para se obter um regime de expansao acelerada, deveremos ter

B3 B
— — 355 a <0,
a* B2

implicando que o universo ira se acelerar para a > a., com
1/8
B\ Y
dc = 37#’2 .

Re-Bouncing

Para valores muito grandes do fator de escala a densidade de energia pode ser
aproximada por

B

F F?

e se passa do regime acelerado para uma fase na qual a aceleracao é negativa.
Quando o campo alcanca o valor Frz = 160%u? 0 universo altera sua expanséao
para uma fase de colapso. O fator de escala alcanca um maximo
s o He

max ~

80(2/112-
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ECNLE — 10

O procedimento da média que estamos adotando permite escrever

< O(F) >=d(< F >).

Consequentemente, encontramos

_ _F 1
W TR
_ __F 1-2¢
P Teu1-¢?
onde
F=2(1-0%B
Dai )
P 2
—=-(206° -1
P 3(0 )

Note que quando for valida a relacao de equiparticao tem-se

82

i)
I
e

o]

I
wi
3

isto é,
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Este resultado é consequéncia do fato que na equiparticao vale F = 0. Note
também que o sinal da equacao de estado depende do valor de 0. Com efeito,
chamando )\ = p/p temos

e Quando .
% > 5 —A>0.

e Quando

ECNLE — 11

Durantes os periodos de bounce e re-bounce ela toma os valores pg = prg =
0. Nestes pontos a densidade é um extremo. De fato, ambos os pontos sao
minimos da densidade. Note que
. 3
P = = pé > 0.
2
Portanto, deve existir outro extremo de p que deve ser um maximo. Este é, de

fato, o caso uma vez que existe um valor no dominio de evolucao do universo
entre dois minimos tal que

Pc + pc = 0.
Neste ponto temos
P+ Pc 0.=0

mostrando que, neste ponto ¢ a densidade toma seu valor maximo. Pode-se
entao obter diretamente o comportamento do fator de escala que deixaremos
como exercicio para o leitor.
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ECNLE — 11

Temos

0.2

F2_ g2 B2 —
7 2(1— 02)

Derivando em relacao ao tempo as expressoes da densidade e da pressao temos

_ LeF ) , FLer
= — 1 202 —%
p 1_02<+0+ (o) L,

Temos também

4 (1+ 02
=——-|——=| FLE.
p+p 3<1_02> F

Dai

F

F 202 FLrr 3
1 4% = 0.
( +1+0'2 LF >+ a

Chamando y = B2 podemos re-escrever esta equacido sob a forma

onde

Assim, podemos integrar esta expressao, dada a Lagrangiana, e obter a depen-
déncia do campo com o fator de escala.

Consideremos como exemplo o caso da correcao de Euler-Heisenberg dada por

1
L=-—>F+aF
4 + o

Um calculo direto nos da
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© 1+02—16a(l—0?)(1+30%)y
B l1+02—-16a(l—o0%)y

Chamando
®
I :/ —dy
y
temos que
I=—4loga.
Resta entao calcular I.
Temos
A+ B
= [ ATBY 4
Cy+Dy?
com
A = 1+0°
B = —16a(l1-0?)(1+30%)
C = 14067
D = —16a(l-od")

Esta integral pode ser feita de imediato, dando

B 2DA—CB Dy
I=— log(Dy*+C
op 18Py +Cy) + 5 lep ¢
Segue entao a relacao
(1+30?) o ) 1—o? 16a(l—o*)y
——— L log(—16x (1— 1 | =—4] .
2(1 1 02) 08 (710 d=0n)y (o) y )t o oyl (e (1= gy — 1 = 02 82

ECNLE — 12
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Hamiltoniana de Empréstimo

Definindo

A dinamica de Friedmann se reduz, nas novas variaveis, a forma:

n

(L+3X , _243x
> BQ

que, como se pode mostrar facilmente consiste em um sistema Hamiltoniano,
cuja expressao é dada por:

po_

o B
H=— P2 e —(1+3>\)‘
6 - 2 @






17 FLUIDOS ESPECIAIS

GD -1

Nesse capitulo trataremos de alguns fluidos especiais: perfeito, stokesiano, nao-
stokesiano, viscoso, de Dirac, de Heisenberg, de Born-Infeld, de Chaplygin.

Considere um fluido perfeito descrito por um observador que se movimenta com
4-velocidade v*. Seu tensor de energia-momento se reduz a forma

Tw=E+P)Vuvy — P8u

com uma equacao de estado dada por p = A p. Um outro observador de veloci-
dade u* descreve essa mesma energia sob a forma

Ty = (P+P) Uy Uy — P Guw,

onde p = X\ p.

e Qual a relacdo entre X e \?
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o Existe uma unica equacao de estado que é invariante pela troca arbitraria
de observadores. Qual a forma de )\ desse caso especial?

Fluido de Dirac

GD — 2

P.A.M.Dirac [69] em 1951 sugeriu uma gauge para o eletromagnetismo impondo
que o potencial W, possa ser identificado com um vetor do tipo tempo de mo-
dulo constante:

W, W* = 1.

Desse modo, é possivel utilizar o propio potencial W/, como uma congruéncia
v* de observadores privilegiados e decompor o campo F,, = 6,W, — 9,W, em
suas partes elétrica e magnética na base desse campo de velocidade v* = W*
como fizemos atras. A partir das definicoes das partes elétrica e magnética, isto
é,

E,=F.Vv’

. * v

H, = pr v

mostre que na representacao de Dirac tem-se:

e O campo elétrico se identifica com a aceleracéo a, do fluido;
e O campo magnético se identifica com a vorticidade w,,.
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GD -3

A representacao do fluido de Dirac provoca a nao-linearidade das equacoes de
campo. Mostre que na teoria de Maxwell o campo elétrico satisfaz a equacao

E*, = E*— H?

onde E? = — E, E¥ e H> = — H, H*.

Mostre que para o fluido de Dirac a equacao da vorticidade (cf capitulo primeiro)
Wy +2w¥a, =0

onde a, é a aceleracao do fluido, coincide com a equacao do campo magnético
H.

GD —4

Mostre que o potencial dado por

W, = (o(r) +n,v/Z,0,0)

onde Z depende de ¢, corresponde ao campo de Coulomb na gauge de Dirac.
Qual a expressao de Z7?
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GD —5

Calcule o tensor de energia-momento do campo de Coulomb referido a con-
gruéncia de curvas do observador v* = W* na gauge de Dirac.

GD -6
Comentario

Em geral fluidos com viscosidade sao entendidos como equacoes reoldgicas

relacionando a pressao anisotrépica ao shear aj’f através de um coeficiente de
viscosidade sob a forma linear:

i i

M, =¢o;

J

Usaremos indices latinos para ( 1, 2, 3) e letras gregas para (0, 1, 2, 3). Essa ex-
pressao pode ser generalizada pela condicao mais ampla na qual a anisotropia
da matéria é um funcional da matriz de deformacéao ©) onde

. . 1 .
O = oj+ 309

Ou seja, escrevemos a condicao

T, = F;(6))

J J

Mostre que, usando teorema de Cayley sobre matrizes simétricas podemos es-
crever

i i i i gk

onde A, B e C sao polinomios dos invariantes principais de 91’
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De modo semelhante define-se fluidos nao stokesianos aqueles que se escre-
vem em termos da aceleracao ou da rotacao do fluido através das formas

QJ’-:w’wj——cs’.
2

. . a3 .

[ R i

A =aa —36J

onde 2° = 3’ 3, e w? = W w;.

Fluido stokesiano quadratico

Considere a geometria gerada por neutrinos (cf capitulo anterior) cuja métrica
tem a forma

ds® = dt* — 2eMtdxdt — e*'(dy? — dz?)

onde M e J sao parametros arbitrarios satisfazendo uma unica condigao J(J —
M) < 0.

Mostre que essa geometria pode alternativamente ser entendida como gerada
por uma fonte identificada a um fluido nao stokesiano [70] de velocidade v+ = §¢
no qual o fluxo de calor é proporcional a aceleracao e a pressao anisotropica é
quadratica no tensor de dilatacdo ©,, =0,, +1/30 h,,.

Fluido nao stokesiano

Bertotti (e independentemente Robinson) exibiram um modelo de solucao das
equacoes da relatividade geral gerada por um campo eletromagnético estatico,
cuja geometria tem a forma
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ds® = (Qr)?[dt? — dr? — r*d6? — rsin® dp?]
onde @ € uma constante.

Considere o campo de velocidades dado por V, = 62. Mostre que as equacoes
da relatividade geral sao satisfeitas se ao invés do campo eletromagnético asso-
ciarmos a fonte da curvatura a um fluido nao stokesiano do tipo acelerado, isto
é, onde a pressao anisotrépica tem a forma 7 ~ A} [71].

Exercicio: Mostre que o modelo cosmolégico com rotacao local descrito pela
métrica

ds® = dt* — dr* — dz* + g(r)d¢* + 2h(r)d¢dz

com

2
v +2 2

g(r)—[2] cos“mr — 1
¥ —2

h(r) 2 cos

r) = — —————= cos mr
VY2 =2

(com v e m constantes), tem como fonte um fluido nao-Stokesiano cuja
presséao anisotropica ;; € do tipo-rotacao:

2
T = =YK

Mostre em seguida que tal fluido pode ser interpretado como um campo
eletromagnético mais uma densidade incoerente de matéria neutra [71].

Analise qualitativa de métricas cosmologicas

Consideraremos nesse exercicio métricas da forma

ds? = dt? — A*(t) do?



271

que satisfazem as equacoes da relatividade geral tendo como fonte matéria com
densidade de energia p e pressao p mais termos de viscosidade de tal modo que
podemos escrever

5:p—Zak9k.

As equacoes de conservacio e de expansiao se escrevem

p=L(0p)

6= P(6,p).

Considere o caso quadratico onde temos

p=p—af—po6’

e obtenha

1 3 1 3 3

L6, p)=—(p+p)0+ab+ g6

Os pontos singulares desse sistema planar autbnomo sao

e Origem O(0, 0);
i 8(601 pO)

onde usamos p = (y — 1) p.

Estude o comportamento das solucoes integrais desse sistema [72] para o caso
em que a e § sao constantes. Examine como se altera o comportamnto desses
universos quando o for uma poténcia da densidade de energia p. Compare com
[73].

Bifurcacao: um processo que pode ocorrer em sistemas dinamicos
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Consideremos um sistema dinamico planar autbnomo de variaveis (x, y) e que
depende de um parametro . dado por

x=f(x,y, 1)

y =h(x,y, 1)

A analise do conjunto de curvas integrais desse sistema é dada a partir de seus
pontos singulares, aqueles que anulam simultaneamente f e h. A vizinhanca des-
ses pontos possui uma estrutura topoldgica caracteristica do comportamento
das integrais naquela vizinhanca do plano (x, y). A mudanga das propriedades
topolégicas do sistema quando o parametro © — g, na vizinhanca de um
ponto singular instavel representa uma alteracao abrupta no comportamento
do sistema fisico na vizinhang¢a daquele ponto [72] [74]. Uma consequéncia cru-
cial dessa alteracao se reflete na presenca de propriedades indeterministas nas
propriedades do universo, no caso acima examinado. Em outras palavras, pro-
cessos dissipativos gerados por termos viscosos quadraticos sao responsaveis
pelo aparecimento de um alto grau de indeterminacao no universo, segundo este
modelo cosmoldgico. Em [75] Prigogine e Stenger fazem uma analise bastante
interessante sobre as consequéncias desse processo de bifurcacao na ciéncia
em geral. Veja o exercicio seguinte.

FNP — 21

Considere um fluido com densidade de energia p e pressao p gerando, via equa-
coes da relatividade geral a métrica homogénea e isotrépica

ds® = dt? — R(t)? (dx? + 0*(x)(d6? + sin” 0 d?))
onde a pressio é dada em termos do fator de expansdo 0 = 3R /R da forma

p=p—ab—p6
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onde o e f sao constantes.

A lei de conservacao de energia e da evolucao da expansao se escrevem sob a
forma de um sistema planar autbnomo [73]:

0 =P(6,p)

p=L(0.p)

1 3 1 3 3
(G,p)f——2p— —2p0——39 +72a0+—2,80

L(6.p) = —(p+po)0+ab®+B6°

Os pontos singulares desse sistema (que anulam essas duas funcoes L e P) sao
a origem (0, 0) e B dado por

3a 62
B(6 S B )
(O,Po) ( (3/3_7),3)
onde pusemos
po=(v—1)p

com «y entre 1 e 2. Calcule as propriedades do sistema dindmico nas vizinhancas
do ponto B para diferentes valores de v.

Mostre que

e Paray — 36 < 0 o indice de Poincaré I,(B) é igual a —1 (saddle);
e Paray — 36 > 0 o indice de Poincaré I,(B) é igual 1 (two- tangent node).

Conclusao: O valor (38 — <y ao se aproximar de zero caracteriza uma bifurcagao
na origem onde (0 = 6 = ).
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SOLUCOES
GD -1
Solucao
Trata-se de um fluido onde A\ = — 1, ou seja, o vazio identificado com uma cons-
tante cosmoldgica.
GD -3

A equacao de Maxwell se escreve

H +Hay —2w*E, =0

para um fluido arbitrario com velocidade v*, vorticidade w* e aceleracao a*.
Substituindo o campo de velocidade pelo potencial do campo eletromagnético
na gauge de Dirac essa equacao se transforma em

W +2w¥a, =0

que é precisamente a equacao da vorticidade (cf capitulo primeiro).
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GD —4
O campo de Coulomb se escreve
W, = (®(r),0,0,0).
Somando um gradiente J,/A de tal modo a nao afetar o campo, pela escolha
N=nt+f(r).
Temos
W, = ((r) + n,v/Z,0,0).
Escolhendo convenientemente f(r) posso escrever
W, W+ = 1.

Basta fazer
Z=(®+n)-1.

A solucao de Coulomb da

o ¢
r

Para o tensor de energia do fluido de Dirac

Ty,u:(P"‘P)W;LW,/—ng,,/—qu,Wu‘{'ql,Wp,—Fﬂ-“u

onde usamos a decomposicao para um observador comovente com o potencial
A, na gauge de Dirac, obtemos
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Z 02

Usando
W, — <<I>+n, (d>+n)2—1,0,0>

obtemos as quantidades cinematicas. A expansao é dada por

do |Z+1
@——E —Z

a aceleracao vale

a, = (\/ZZ_He,ﬁe,o,o)

As componenes hao-nulas do shear sao:

2
UOOZ—gze
0 2
1 2

1
o 1=

(Z+1)0

Wl N
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18 FLUIDO DE HEISENBERG

Compéndio de formulas dos spinores e da algebra de Clifford.

Seja V um spinor de Dirac com quatro componentes. Construimos correntes
vetorial e axial como

JH = Uykty,

IF = Uyhys W,

Definimos ¥ = V+4° onde W+ é o complexo conjugado de V. As matrizes de
Dirac v, obedecem a condicéo basica da algebra de Clifford dada por

Yu Yo + Y Yu = 277/.w 1

onde 1 é a identidade da algebra de Clifford. Quando necessario usaremos a
representacao

0 __ I2 0 . 0 Ok s = 0 I2
" 0 —IQ N — 0Ok 0 , > I2 0 ,

onde I, representa a matriz identidade 2 x 2 e o, sao as matrizes de Pauli, satis-
fazendo g;0j — ieijk ok + 5ij' Pomos
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(o1 (o i (1o
lro) TP Vi o) P lo -1 )

A matriz s anti-comuta com todas as «,, e tem-se

j .
Vs = 27 1 VeV Vu Ve = MMoN 1Y,

onde a segunda igualdade é valida em um sistema de coordenadas cartesiano
na geometria de Minkowski. A matriz y; é hermitiana e as outras v, obedecem
as relacoes auto-adjunta

¥y =7.7°.
Definimos as partes direita e esquerda pelas relacoes

1
v, = 5(1 + )V

1

TFH -1

Mostre que qualquer spinor pode ser escrito em termos de suas partes direita e
esquerda da forma

V=V, +Vg

e que valem as propriedades
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WR\UR =0.

TFH — 2

Identidades de Pauli-Kofink

As propriedades que precisamos para analisar spinores estao contidas na rela-
cao de Pauli-Kofink (PK), que sao identidades na algebra de Clifford. A principal
estabelece que para qualquer elemento @ dessa algebra, valem as identidades:

(VQHY)Y'V = (VQU)Y — (VQysW)ys V. (18.1)

para Q igual a 1, v*, ys, y*5 € o = (y*y” —y“y*)/2. Mostre, usando as relacoes
de Pauli-Kofink que valem as afirmagoées:

¢ A norma das correntes J, e I, ttm o mesmo valor e sinais opostos;
e Os vetores J, e I, sao ortogonais.

Segue entédo que J, é vetor do tipo tempo e I, do tipo espaco.

TFH —3

Considere a equacao de Dirac

o,V —pv =0,
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onde 1 é a massa (has unidades onde /i = ¢ = 1.) A lagrangiana é dada por
L=Lp—pUv= (éwa“w - éaﬂf’y”w> AT

Mostre que decompondo V nas partes direita e esquerda, obtemos intercao en-
tre os dois termos V; e ¥, devido a massa.

TFH —4

A dinamica de Heisenberg é dada pela lagrangiana [76] [77] [78]:
L="Lp—V(V)

onde o potencial V deve ser construido com os escalares A e B. A escolha de
Heisenberg foi

V:s(A2+B2),

onde s é um parametro real de dimenssdao comprimento ao quadrado, [L]*. Es-
creva a equacao de movimento para o campo V e seu adjunto. Mostre que pode-
se escrever o potencial sob a forma corrente-corrente

V=JJ,

TFH -5
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"On-mass-shell"(isto &, quando o spinor satisfaz a equacao), a lagrangiana de
Heisenberg toma o valor L(oms) = V};. Compare com o que ocorre na equacao
de Dirac.

TFH -6

Simetrias

Mostre que a dinamica de Dirac e de Heisenberg sao invariantes sob a transfor-
macao
v=Sv

onde S é uma matriz unitaria que satisfaz S~'S , = ¢, I.

TFH —7

Simetria Chiral

A transformacao chiral é definida pelo mapa
V=5 V.

Mostre que a equacao de Dirac é invariante por esse mapa somente para fermi-
ons sem massa e que a equacao de Heisenberg é invariante.
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TFH -8

Quais as equacoes que os spinores de Heisenberg V, e UV satisfazem?

TFH—g

Conservacao da corrente

Introduzindo um parametro arbitrario ¢ na equacao de Heisenberg temos

IO,V —2s(A+ieBy) V=0

eparaV

i0, VA +2sW(A+ieBys)=0

Mostre que a corrente J* se conserva para qualquer valor de ¢, mas a corrente
axial I+ se conserva somente com a escolha de Heisenberg ¢ = 1.



285

TFH - 10

Relacao entre Dirac e Heisenberg
Considere os spinores de Dirac (V) e de Heisenberg (V) satisfazendo, respec-
tivamente as equacoes
0, WP — pwP =0
ift8, V" —2s(A+iBy*)WH = 0.
onde a constante s tem dimenséao de (comprimento)? e

A=ylyH

B =W y5uH.

Mostre que todo spinor que satisfaz a condicao especial (CE) dada por

V" = (ad, + BL,¥?) W

onde o e B sdo constantes complexas de dimensao L? (comprimento ao qua-
drado) e a corrente J, e a corrente axial I, séo definidas como usual, isto é,
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satisfaz identicamente a equacao de Heisenberg. Qual a condicao sobre o e 87

TFH —11

Compare a solucao especial (CE) com a classe de solucoes da equacao linear
de Dirac caracterizada pela propriedade de auto-estado dada por

OV =ik, V.

Mostre que para que a condicao CE seja integravel é suficiente que as constan-
tes a e b satisfacam um unico vinculo dado por Re(a) — Re(b) = 0.

TFH — 12

Mostre que o spinor VP definido em termos do spinor de Heisenberg pela rela-
cao

VAED QU AL
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e onde vale a condicao especial (CE), satisfaz identicamente a equacao de Dirac.
Ou seja podemos escrever para os spinores direito e esquerdo as relacoes

VP =xvY

vl =7Zwh.

Calcule X e Z. Mostre que a corrente vetorial e a corrente axial podem ser escri-
tos como gradientes.
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TFH — 13

Fluido de Heisenberg

Usando a definicao do tensor de energia-momentum obtenha a expressao para
o campo spinorial de Heisenberg satisfazendo a condicao especial CE descrita
anteriormente.

TFH — 14

Como J, é vetor tipo tempo podemos definir um campo de velocidades v, =
J,/V/ J? para decompor o tensor de energia sob a forma

T,u,u = pVuVy — phy.u + Au( W) + T v

Calcule a densidade p e as demais quantidades (pressao, fluxo de calor e pres-
sao anisotropica). Mostre que a pressao anisotropica é proporcional ao shear e
que a auto-interacao nao gera auto-aceleracao deste fluido para qualquer valor
de s (e de o e de B.) Note que no caso particular em que Im(S) + 3Im(a) = 0
tem-se um vacuo anisotrépico onde
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p+p=0

Ty = X O

TFH —15

Considere o caso particular onde o fluido de Heisenberg se identifica com um
fluido perfeito ultrarelativista (isto é, p = p.) Mostre que ele pode ser fonte de um
universo do tipo Friedman [79].



290 Capitulo 18. Fluido de Heisenberg

SOLUCOES

TFH — 2

Use a formula de Pauli-Kofink para obter as identidades intermediarias necessa-
rias para resolver o problema:

YV =(A+iBys)V,
Loy vV =—(A+iBys)V,

LV =(A+iBys)vsV,

Ju* sV = —(A+iBys) sV,

onde A=V Ve B = iV ~;V. Note que ambas quantidades A e B séo reais.

TFH—3
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iryuaﬂl WL - IJ’ \IJR - 07

I")’I“Lau \UR — /J,\UL =0.

TFH — 4

v, W — 25 (A+iBys) V" = 0.
Correspondentemente para o adjunto

i9, U y# 1+ 250" (A+ iBys) = 0

TFH —7

Temos para o spinor conjugado:

que implica
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B =-B

consequentemente a lagrangiana de Heisenberg nao se altera.

TFH -8

Temos
IO,V —2s(A—iBys) Vg =0

V0, Vg —25(A+iBys) ¥, =0

TFH—9

Com efeito, temos

iWAtysd, W = 2si (1 —€)AB.

e também
10, VAytysW =25 (1 —€)AB.

Segue entao

0" =4s(1—¢€) AB.
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TFH - 10

Devemos ter

2s =i(a—p).

Use as identidades

Jy 'V = AV + iBy*W

LYV = AYS U + iBV.

TFH —11

Com efeito, temos

Oudy = (a+3)Jud, + (b+ b)I,I,

o,A=(a+3)AJ,+(b—b)iBI,.
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0,B=(a+3)BJ,+(b—b)iAlL,.

o.I, = (a+3)J. I, + (b+ b)J,I,.

Segue entao

[0, 8,1V = (2, Juy + bOY Ly 7°) V.
Mas

Oudy — 0y = (a+3)[Ju, L]+ (b+b)[I, L],

and
o, —0,I,=(a+a—b— E)[Ju I,-1,J).

Dai a condicao de integrabilidade requer

Re(a) = Re(b).

Verifique que para qualquer combinacao dos spinores essa condicao é sufici-
ente.

TFH — 12

Temos
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onde

1 2, @2
©= 2+ 3) In(A® + B),

1 In A—-iB
b—b A2+ B2

=

E, para as quantidades X, Z encontramos:

iM

Eoee (<+>J

) J??4/J/(A—iB)
iM

7 = exp ((a+5)J) S J(A-iB)/J

onde M é a massa do fermion.

TFH — 13

Tow=—1d,J,—nl,I,—sJ)Pg,.

onde / é a parte imaginaria de o e n a parte imaginaria B e s = (/ — n)/2 definidos
na condicao especial

V" = (ad, + BI,¥) W

Note que J, e I, sao auto-vetores desse tensor.
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TFH — 14
~ (I+n) ,
p= 5 J
_@l-n)
p_3(/+n)p
quzo

Ty = —g(JuJ,,—?)IuIV — Fg.)



19 PONTE DINAMICA: ELETRODINA-
MICA DOS CORPOS SEM CARGA

Comentario

Nessa secao iremos tratar de um resultado bastante intrigante. O leitor ira mos-
trar, através dos exercicios que seguem o seguinte lema:

A descricao de qualquer teoria do campo eletromagnético feita em uma geo-
metria dotada de uma dada métrica, estabelecida a priori, pode ser descrita de
modo dinamico equivalente em uma outra geometria dotada de métrica cons-
truida com fungoes do proprio campo. [80]

Noés iremos nos restringir aqui ao caso eletromagnético, embora o leitor possa
seguir adiante e considerar outras teorias de gauge, generalizando esse lema.
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PD —1

Defina o tensor simétrico ¢,, com produtos do campo de Maxwell

Fu. =0,A, —0,A,

pela relacao

&, =F.% Fu

onde a métrica do background é dada pelo tensor de Minkowski 7,,. A partir
dessa quantidade, defina uma métrica

e’ =an* + b o+,

Calcule a inversa definida como

e*e,p =05

e escreva a forma de seu determinante.

PD — 2
Mostre as identidades
N 1 1
q)“ q)o“, = T6 G2 nl-“’ — 5 Fd)l-“"
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PD —3

Considere as duas métricas 7, e ¢,,. As quantidades com "chapéu"se compor-
tam como tensores na geometria é com métrica e, .

Temos entao
Fu = Fu

Fro=a° (ZF™ +TIFm).

= g (TTFM 4 TR,

Calcule X, TTe T.

PD — 4

Defina os invariantes construidos com tensores usando a métrica ¢ com um
simbolo "chapéu", como por exemplo

F = Fuv Fap €' e’P.

Calcule a expressao de F e de G em termos dos invariantes na métrica de Min-
kowski (F, G).
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PD —5

A expressao da ponte dinamica

Considere uma teoria dada pela lagrangiana L(F, G) em uma geometria de Min-
kowski de métrica 7, cuja dindmica tem a forma

d, (M[LF FH 4 Lg *F“"]) = 0.

Considere uma outra teoria determinada pela lagrangiana [(I:', @) em uma geo-
metria gerada a partir do campo F,, como vimos acima, dada por

et =an* + bor”

cuja dinamica tem a forma

o, (V=ellp F* + 1g*F]) =0,

Questao: sob quais condicoes essas duas teorias podem ser identificadas? (de
tal modo que toda solucao de uma também é da outra). Faca o exemplo da teoria
linear de Maxwell na métrica de Minkowski sendo dinamicamente equivalente a
teoria de Born-Infeld na métrica ¢,, acima definida.

PD —6
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Calcule a relacao entre as matrizes 4* geradoras da métrica ¢** e as y* gera-
doras da métrica n**. Calcule em seguida as inversas <, definidas como 4, =

SV
e Y’

PD — 7

Uma particula carregada, representada por um campo spinorial que satisfaz, li-
vre, a equacao de Dirac

IV, UV —mVU=0

(onde fizemos /# = ¢ = 1)) interage com um campo eletromagnético via conser-
vacao de gauge, pela substituicao

V#—>V#—i%Au.

A existéncia do momento magnético do eletron (magneton de Bohr) caracteri-

zado por

B eh
uB = 2m.

faz aparecer uma interacao da forma de acoplamento nao-minimo dada por

Lint=pugVI¥WVF,,.

Esses dois modos descrevem os processos de interacao convencional minima e
nao-minima de um fermion com o campo eletromagnético. Do que vimos acima,
a ponte dinamica permite considerar essa interacao de modo semelhante, no
espaco curvo da métrica eletromagnética ¢,,. Isso sugere uma nova forma de
interacao entre um fermion e o campo eletromagnético através da métrica e
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como semelhante ao acoplamento minimo da forma imitada da interacao gravi-
tacional, a saber:

onde a derivada covariante tem a forma

A A

V,v=0,Vv-T,V
e a conexao interna de Fock-lvanenko é

~ 1,5 R R o
Fo=—= (99— Bt = Mua (19 — 99))

A

[0}

Mostre que essa interacao pode ser interpretada na métrica de Minkowski como
gerando dois tipos de acoplamento nao-minimo dados por

Ly =FF Wq0,V,
Ly = Cope V¥ 2% 5, V,

onde ¥ *f = [v*, 'yﬁ]. Explicite C,z. em termos do campo F,,

Use a identidade

Yo Xovr = 2MueYe — 2Muw Yo + 21 €poro vy

para re-escrever a interacao do fermion sob a forma

ify“auw+/’3F““ryuauw+ iCoy" W — Dy’ y* W — mW = 0.
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Calcule C, e D,,.

Comentario A teoria nao-linear de Born-Infeld introduziu uma constante S com
dimensao dada por
[ﬁ] — M1/2 L_3/2,

ou seja, ela tem a mesma dimensdo que mc?u;'. Isso significa que a intera-
cao de um fermion com o campo eletromagnético pode ser feita através de uma
lagrangiana sem necessidade de usar a constante carga elétrica e. O neutrino,
que nao possui carga elétrica, possui momento magnético. Corpos neutros,
sem carga elétrica, como o neutron, podem exibir momento magnético anomalo,
embora nesse caso, esta propriedade pode ser associada ao fato de que, por
exemplo, o neutron é uma particula composta de quarks e que, estes, possuem
carga. Uma tal explicacao nao se aplica ao caso do neutrino. A interpretacao da
ponte dinamica permite entender a presenca do momento magnético para parti-
culas como os neutrinos. Isso significa que, usando a ponte dinamica é possivel
produzir uma teoria eletrodinamica de corpos sem carga.
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Solucoes
PD —1
Tem-se
€uv = Anp.u +B q);u/y
onde
A (1—¢F/2)
aQ
£
B—_— "~
aQ

e as quantidades Q e £ sao dadas por

1 1
=1-ZeF - —¢£G?
@ 2¢" T 16°
b
€= —.
a
O determinante é é dado por
Vé= AU
onde )
y_,_ FB_G (B
2 A 16 \A
Mostra-se que
1
AU =——.
a’Q

Segue entao
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PD — 2

Usando as definicoes

F = F,, F*

G = F;U FHv.

a demonstracao é imediata gracas as identidades algébricas:

1
*Fua*Fau - F‘LaFaI/ = §F6uu1

an For = _EG(S‘LW
4

G F
F o F® Fﬁl/:_**Fuu_*Fuw
g 4 2

G? F
FMaFa Fﬁ FAV = 76”1/ - *F“aFau-
pLA 16 2
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PD —3

PD — 4

Usando as construcoes

™

;u/:F;u/

Fr, = (1? (ZFr, —TTFL)

Frv = 2% (T F™ +TT*Fm)

*ﬁp,u:a2Q*F;u/

Obtemos para os invariantes calculados nas duas métricas as formas:



307

F=2a(ZF+TG),

e, para o outro invariante:

PD —5

A teoria de Maxwell tem a forma

1 v
L =~ Fus F*

e a teoria de Born-Infeld é dada por
Lo = 5 (1-V/0)
onde

. Foo@
U=14+ — — ——
2% 16p*
Identificando os coeficientes dos termos F,, e F;, encontramos as duas condi-

coes:
¥ = Q0

22 Q*G = 4B%TI.
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Um resultado notavel decorre dessas relac6es: usando o resultado acima da se-
gunda expressao segue que a primeira é satisfeita identicamente. Isso significa
que das quantidades a e b da métrica ¢,, uma dessas quantidades é arbitra-
ria.Mostre esse resultado.

PD —6

Tem-se

5 = \art + Vb oy



20 MECANISMO GRAVITACIONAL DE
GERACAO DE MASSA

Comentarios introdutorios

Para se obter um mecanismo confiavel capaz de gerar massa para todos os
corpos trés condicoes devem ser satisfeitas:

e Deve existir um campo universal que interage com todas as espécies de
particulas;

o Esse campo deve ser tal que sua interacao com a matéria quebra explici-
tamente alguma simetria exibida por particulas de massa nula, como por
exemplo a liberdade de gauge (calibre) para campos vetoriais ou a chirali-
dade para fermions.

¢ Deve existir um parametro livre sem dimensao, de tal modo que diferentes
corpos adquirem valores distintos para suas massas (gerando o espectro
de massa);

Existem somente dois candidatos aceitaveis para essa funcao que preenche a
primeira condicao:

¢ O campo gravitacional;
e Um campo escalar especifico o;

Os fisicos de altas energias produziram um mecanismo de geracao de massa
baseado em um campo escalar ao qual se deu o nome mecanismo de Higgs [81].
No entanto, uma dificuldade de principio aflige esse mecanismo e que pode
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ser sintetizado em uma questao: quem da massa aquele que da massa a todas
as outras particulas? A proposta do mecanismo de Higgs nao apresenta uma
solucao a essa questao. O mecanismo gravitacional mostra, para essa questao
uma superioridade, posto que a interacao gravitacional se faz através de um
campo que nao tem massa.

Os exercicios seguintes estao relacionados ao mecanismo gravitacional.

MGM — 1

Preambulo

Uma formulacao do principio de Mach consiste na afirmacao de que as proprie-
dades de inércia de um corpo A sao determinadas pela distribuicao da energia
em todo o espaco, ou seja a acao do resto-do-universo sobre A . Um modo
natural de descrever essa situacao consiste em assimilar esse estado a confi-
guracao mais homogénea relacionando-o ao que Einstein chamou de constante
cosmoldgica ou, em linguagem moderna ao vacuo de todos os outros corpos.
Ou seja, descrever a distribuicao de energia complementar ao corpo A como
sendo dada por

Tuw = X 8uv

Note que todas as configuracées do mecanismo de geracao de massa de Higgs
possuem exatamente essa forma para a distribuicao de energia do estado fun-
damental do campo de Higgs [81].
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MGM — 2

Massa para um campo escalar: um caso trivial

Considere a interacao do campo escalar sem massa com a gravitacao na relati-
vidade geral dada por

1 1 A
L=—R+-0,p0% + B(¢) R— —
Ko 2 Ko

onde, a expressao de B em termos do campo escalar sera fixada mais adiante.
Calcule as equacoes dos campos ¢ e g,,. Mostre que podemos escrever a dina-
mica sob a forma

Op+7Z=0
onde
B’ 4\
Z=———|0,00%(1+6B")+6B 0p — —
a0+23< 9 8%p(1+6B") + ¢ KO)
O£0:2/K.

MGM — 3
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Massa para o campo escalar-ll

Vamos agora examinar um caso mais geral. Considere a lagrangiana de um
campo escalar acoplado nao-minimamente a geometria, dada por

1
L =

K
onde a dependéncia de B e W no escalar sera fixada a posteriori. Estamos
sempre no sistema de unidades onde 7 = ¢ = 1. Note que a interacao de ¢
com o resto-do-universo (RDU) é dada somente via gravitacao pela constante
cosmoldgica A. Ou seja, A representa a influéncia de RDU sobre ¢. Calcule as
equacoes de movimento dadas por variacoes de ¢ e g,, e o tensor de energia
correspondente.

1 A
R+ EW(QO) Oap 0% + B(p) R — p

MGM — 4

Usando o traco do tensor 7,, na equacao da métrica e substituindo na equacao
do campo escalar obtém-se sucessivamente (Mostre)

A
(g +2B)R = — O£<,08°‘<p(W+6B”)—6B'D<p—|—4;

onde usamos OB = B' Oy + B"” 0, 0*. Inserindo na equacao do escalar temos
uma auto-interacao de ¢ induzida pela gravitacao:

MOgp +NO,p0%p —Q =0

onde
6(8/)2

M 7
Olo—|—2B

W +
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1 B' (W +6B")
N=-W+——7-+
2 + CXO—|—2B
ANB’
Q= K (o +2B)

Selecione as funcoes B e W de tal modo que o fator gradiente do campo escalar
desapareca da equacao pondo N = 0. Como resultado da interacao gravitaci-
onal o campo escalar adquire uma massa n que depende da constante S e da
existéncia de A. Exiba a expressao dessa massa.

MGM — 5

Mostre que no caso do campo ter uma massa o mecanismo gravitacional renor-
maliza essa massa p, para o valor

p? = pg+ BA.

MGM — 6
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O caso dos fermions: gravidade quebra simetria chiral

A dinamica de um campo spinorial sem massa é dada pela equacao de Dirac:
o,V =0.

Essa equacao é invariante chiral (isto é, invariante sob transformacéo de +°.
Para ter massa o fermion deve quebrar essa invariancia. Considere a interacao
do fermion com a gravitacao dada pela lagrangiana

L = ﬁc<;®qﬂv”w-évu®w“w>
1 1
+ SR4V(®)R—=A
K K
+ Ler

onde
d=VVv

e preserva a invariancia de gauge sob o mapa
V — exp(i0) ¥

mas quebra a invariancia chiral. O contra-termo L.+ deve ser escolhido de tal
forma que nao aparecam derivadas na métrica de ordem superior (a dois) ou
seja, deve ser do tipo

Ler = H(®) 8,0 8*d

A dinamica do campo V é dada por

IV, V4 (X002 + YOO ) W+ ZW =0,

Questao: qual a forma de X, Y, Z? Quais devem ser as formas de V e H de tal
modo que os termos em gradiente e V, V* do campo VU desapareca da sua equa-
cao? Obtenha assim a equacao do fermion com massa, adquirida pela interacao
gravitacional. Note que o valor da massa é dado por (mostre)

4o
m =

kc?’



315

ou seja, ela se anula se a constnte cosmoldégica for zero. Questao: a razao
m/o obtida acima, que tem o significado de uma densidade de massa, é uma
constante universal. Como interpretar essa universalidade?

MGM — 7

Massa para campo vetorial

Considere um cenario com tres ingredientes: um campo vetorial sem massa, o
campo gravitacional onipresente e uma distribuicao homogénea de energia que
¢é identificada com o vacuo. A dinamica, impondo que a interacao do campo
eletromagnético coma gravitacao seja feita pelo acoplamento minimo, é dada
pela lagrangiana

1 1 2A
Ll=—F, F*+—-R——
4 " +K o

vspace1.00cm Calcule as equacoes de movimento e mostre que, nesse caso, 0
vacuo A é invisivel para WV,.
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MGM — 8

Se a gravitacao é a responsavel por conceder massa ao campo, sua interacao
deve violar a invariancia de gauge. A lagrangiana deve ser da forma

1 1
L = —~F,F*"+-R
4 * +K.

+ YRO 4R, WHWY

X|l>o

onde o parametro vy é adimensional e definimos
o =W, W

Exiba as equacdes de movimento variando independentemente W, e g,,,. Usando
a definicao do tensor momento-energia calcule a forma da energia do campo
W, . Usando o traco da equacao da métrica é possivel re-escrever a dinamica do
campo vetorial onde a massa do campom é dada por

s 29N

3
Mostre que se tem efetivamente, para o campo vetorial, como resultado da in-
teracao com o resto-do-universo, representado pela constante cosmoldgica, a
forma:

"

Fﬁ“’;u + MW!L
3
2
_ ﬂvav (WO‘WB)W“
3 B

L O29RE,WY =0
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MGM — 9

Comentario introdutério ao caso do campo de spin-2

Existem dois modos equivalentes de descrever um campo de spin-2 [14]:

e Esquema de Einstein
e Esquema de Fierz

O primeiro faz uso de um tensor simétrico de segunda ordem ¢,,, e o segundo
usa um tensor de terceira ordem F,g,. O tensor F,g,, é anti-simétrico no primeiro
par de indices e obedece a identidade ciclica:

Fauu+Fuau:01

Fauu+Fpua+Fua;¢:0-
Mostre que assim definido o dual de F,,, ndo tem traco
F v, = 0.

e possui 20 componentes independentes.

Mostre que a condicao necessaria e suficiente para que F,,, represente um so6
campo de spin-2 (descrito por 10 componentes) é dada por

Fewn  _g

Note que essa condicao é analoga ao que ocorre no caso do campo eletromag-
nético: a condicao necessaria para que exista um potencial A, para o campo EM
F.. é dada por

For . =0.
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Mostre que vale a identidade

Fefr = 0.

Chama-se tensor de Fierz o objeto F,,, que satisfaz as condi¢coes acima. Mostre
que se F,,, € um tensor de Fierz entdo ele representa um unico campo de spin-2.

Mostre que, no espaco de Minkowski, a coneccao entre a representacao de Eins-
tein e a de Fierz de tal modo que existe um tensor simétrico de segunda ordem
Y., que atua como um potencial para o campo de Fierz e se pode escrever

2 Fap,u = Pulau] + ((p,a - (paA,A) Nuv
— (on—9u*2) Nav-

onde 7, é o tensor métrico de Minkowski. O fator 2 foi introduzido por conveni-
encia.

Mostre que podemos re-escrever essa relacao sob a forma mais compacta

2Foc/.l.u = Pufa,u] + F[a Nulv-

Mostre a identidade
Fa(u,,)va =-2 G(L)“,,

onde G(L)W é o tensor de Einstein linearizado, definido a partir da perturbacao
da métrica

8uv = Muv + Puv
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dado por

2 G(L)p.u = vava (puu - (pe(u.,u),e + (p,ul/ - nu.u (vava(p - (paﬁ,aﬁ> .

Mostre que a divergencia de F*,,) , implica na identidade de Bianchi:

Few) . =0.

Dinamica de F,,, na geometria de Minkowski

A forma da lagrangiana deve ser construida a partir dos trés invariantes

A= Fypu F
B =F,F".

* 1
W = Faﬁ)\ F apA = 5 Faﬁ)\ FW/)\ T]aﬁuu.
Mostre que W é um invariante topoldgico e nao contribui para a dinamica. A

dinamica do campo de spin-2 é dada por

L
G\, =o0.
ou, ha representacao de Fierz:

P = 0.

Qual Lagrangiana conduz a essa equacao?
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MGM — 10

O caso do campo de spin-2 massivo

O termo de massa incluido na lagrangiana tem a forma

2

EZA—BJr% (0w 0" — %),

implicando na equacao de movimento

F* e — m* (P — © M) =0,

ou equivalentemente,

m2

G\,
v + 2

((pul/ — @ nuu) = 0.
Mostre que dessas relacoes segue

", =0.

MGM — 11
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O campo de spin-2 em um background curvo: as vantagens da representacao
de Fierz

A passagem da equacao de spin-2 da geometria de Minkowski para uma geo-
metria arbitraria curva pode ser feita diretamente, via acoplamento minimo na
formulacao via tensor de Fierz. Com efeito, temos usando a equacao acima:

F*(uvya — m’ (6pr — @Mu) =0,

onde a unica diferenca ocorre na transformacao da derivada simples (represen-
tada pela virgula ,) por derivada covariante (representada pelo ponto-virgula ;).
Mostre, porvoutro lado, que como consequéncia da existéncia de derivadas du-
plas na equacdo do campo na representacédo que usa campo ¢, aparece uma
ambiguidade na generalizacao da equacao para geometrias curvas. Duas pos-
sibilidades aparecem GU),, e G . Quais suas formas? Uma combinacio
dessas duas formas reproduz corretamente a boa equacao identificada acima
(na representacao de Fierz). Exiba essa expressao.

MGM — 12

Geracao de massa para o campo de spin-2

Seguiremos a mesma estratégia como fizemos nos casos dos campos de spin 0,
1/2 e 1. Comecamos por considerar a lagrangiana de interacao com a gravitacao
via relatividade geral dada por
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1
L = Fau FO* —F,F*+ =R
K

+ a Rauﬁu (Paﬁ (pwj
A

K

Calcule as equac6es de movimento por variacao independente de g, e do campo
de Fierz F,,,. Mostre que a constante cosmoldgica induz um termo de massa
para o campo.
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Solucoes
MGM — 2
Op — RB' =0.
2 1
“ (Ruv — > Rgu)=~Tu

onde B’ = 0B/0¢p. O tensor T, é dado por

1
Tp,t/ = a/.L(P au(P - 5 aa(p aa(pgp.u

1
+ 2B (Rw/ 5 Rg,“,)

A
+ ZV#VUB - ZDBg;U/ + 7g[.Lu
Ko
O traco da equacao se escreve

4\
(Oéo + 28) R = —aa(pa"‘w —60B + ?
0
Escolha B para que o fator envolvendo o gradiente do campo desapareca dessa

equacao e redefina o campo pela translacao

® = —¢p +6b

1
B:a+b<p—ﬁ<p2

onde a e b sao parametros arbitrarios. A quantidade a realiza somente uma
renormalizacao da constante 1/, e o parametro b é responsavel para distinguir
diferentes massas para diferentes campos.

Assim, o resultado final (mostre) é dado por
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00+ p?d =0

onde

2 2 Kren
H= =

3K0

1
T agp+2a+6b

Kren

Como resultado do processo de interacao gravitacional acima descrito, o campo
escalar adquire uma massa u que depende da existéncia da constante cosmolo-
gica (o vacuo ).) Se ) é nulo, entdo a massa é nula. As diferentes massas estao
contempladas no parametro b.

MGM — 3

1
W Dp + - W 0,p 0% — B'R =0

1
Qo (R/.w - 5 Rg;w) - _Tp,u
com oy =2/k e B' = 0B/0.

O tensor de energia definido por

r _ 2 /gl
SRVAT-S Y- (g
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é dado por

1
T/.w = Wﬁpcpé,,tp—EWﬁa(paa(ng

1
+ 2B(Ru — 5 R gu.)

1
+ 2V,V,B—20Bg, +—Ngu.
K

MGM — 4
_2q9—6(B')?
B (%)) +2B
onde g é uma constante. Dai
2N
Op— —B'=0.
agK
Pondo 5
B=-C¢?
4
segue
O +p?p =0

obtendo entao que a massa é proporcional a constante cosmolodgica.

A
uzzi-
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MGM — 6

2050/\\/,

Z
Q

V/ (& H' —2H — 6V")
Q

X = Sy

V' (2H ® — 6V")

Y =
Q

—2H

eQR=o0p+2V+dV onde oy = 2/xk.

Exigindo que X = Y = 0 implica em uma sé6 condigao:
- 3(\//)2
o (e %) + 2\/
O termo nao minimo V é tal que Z se reduz a uma constante, isto é
_ %o 2
V=2 (1+00)2—1]

Segue entao

H=—-3a0’(1+0®)™"*

o é uma constante.

A equacao do spinor se escreve

iV, —mV =0.

onde
B 4o/

kc2'
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MGM — 7
F*., =0
1
(Ruw — > Rgu)=—KkTu

onde F,, =V ,W, -V, W, e a;=2/k.

MGM — 8

F*. 4+ 3 RWH + 27 R¥ W, =0

1
oo (Ru — 5 Rgu)=—Tu.

O tensor de energia tem a forma
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-1
<
I

E..
¥ ¥ ¥ 1
gvuqu) — g D(Dgl‘“/ + g q)(Ry_,/ — 5 Rgl“/)

% RW, W, + 2yR,> Wi W, + 2yR,> Wy W,
Y RaB we Wﬁ gp.l/ -9 va V,B (Wa Wﬁ) g;w
YV, V(W WP) + 4V, Vs(W, WP)

+ o+

1
yO(WW,) + P Nguv

onde )
E. = Fuo Fo, + ZFaﬁ Ffg,,

MGM — 9

A lagrangiana tem a forma

Com efeito, temos para a acao

0S = /F"‘(‘“’),a 0P d*x.

ou seja,

§S = -2 / G, 5 dx,
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onde GV, tem a forma dada anteriormente.

MGM — 10

O traco da dinamica dara

e a divergéncia implica

Dai segue ¢ = 0.

Em termos do potencial temos
Ou— (Pep,,e =0.

Ou seja, os 10 graus de liberdade iniciais se transformaram em 5 gracas ao
vinculo

MGM — 11
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Seguindo [14] temos as duas possibilidades para a equacao de spin-2 em um
espaco curvo:

2 G(I)/J,t/ =Upu — ‘Pe(u;u);€ T Qiur — Ny (D‘P - ‘Paﬁ;aﬁ) ,

2GUD,, = 00u — 0w n) + Pouw — Mo (D‘P - ‘Paﬁ;aﬁ) '

Elas diferem somente na derivada de segunda ordem presente no segundo termo
do lado direito dessas equacoes. A equacao livre de ambiguidades é dada por

1

G = (6D +610,,)

N |

e corresponde a

~ 1
Gp,u + 5 m2 ((P,u,u - (pg;w) = 0.

que é precisamente a equacao usada para um campo massivo de spin-2 obtida
sem ambiguidades na representacao de Fierz.

MGM — 12

Temos

Fa(/.w);a +2a Ra,u/Su (paﬁ =0,

X |

1 A
(Rw ~3 Rgu + 2gﬂu> + T, +aY, =0.
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A quantidade Y,,, se escreve

1 o o
~ Rao’ﬁ)\(P 5(»0 Agy.u

a o v 3 v)o
Raa[ﬁ’)\(p ﬁ(pAgp' +7Raaﬁ(u(p) 2 F_ 9

1
i quue;e;)\ = >

2

onde

Sap,ﬁu = Pa Puv — Pav PBu

e que possui as simetrias:

Sauﬁu = - Sa;u/B = - Su.aﬁu - S,Bl/ap.-

Lembrando a identidade

1 1
Rap,ﬁu = Wap.ﬁu + 5 (Raﬁ 8uv + Rp.l/ 8ap — Rau 8Bu — Rﬁp, gau) - 6 Rgap,ﬁu-

Mostre que

v v 1
Raupy °F 0" = Wapp, 0°F o + (Raﬁ ~ 5 Rga/3> (09 — 05 0™).

Consequentemente a equacao do campo de spin-2 se escreve

al

Fa(p,u);a - ? ((pp,u - (pgp,u) +2a Wozp,ﬁl/ (Paﬁ + Q/.u/ - O,

onde Q,, contém os termos néao lineares da interacdo do campo de spin-2 com a
gravitacao. Note a presenca do termo massivo (cf se¢ao anterior) que se anula,
como em todos os casos anteriores, quando o vazio cosmoloégico, representado
pela constante A, se anula.






21 PRINCIPIO DE MACH GENERALI-
ZADO

Vamos dar um exemplo de como é possivel entender, de modo pratico, o prin-
cipio de Mach, para além da nocao vaga de que processo locais dependem das
propriedades globais do universo. Vamos verificar que gracas a influéncia cos-
moldgica sobre a microfisica a dinamica de Heisenberg (cf. secao anterior) é
consequéncia da interacao de um fermion que obedece a dinamica linear de Di-
rac com o resto-do-universo [82].

Considere o acoplamento entre um fermion de Dirac e a gravitacao na teoria da
relatividade geral dada pela lagrangiana (usamos /= c = 1)

1 1
L=Lp+=-R+V(X)R— =N+ Lcr
K K
onde
Lp= é%#v#w - év“%“w
onde o termo de acoplmento nao-minimo do campo spinorial com a gravitacao

esta contido no termo V(X) que depende do escalar X definido por

X =A+ B

onde seguimos a notacao de capitulo anterior: A= VWV and B = iU~° V. Essa
quantidade X é invariante chiral.
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PMG —1

Mostre essa afirmacao.

PMG — 2

O termo L7 na lagrangian serve para contrabalancar e eliminar termos da forma

0y X X e OX. O termo mais geral é

Ler = H(X)8,X 8 X

Obtenha as dinamicas de V e da métrica.

PMG — 3

Tomando o traco da equacao da métrica mostre que obtemos
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(@ +2V+2V' X)R = (4HX —6V')OX
(2H' X — 6V" — 2H) 8,X 8° X
20(0/\

Entao podemos escrever

40[0/\\/’
oo +2V+2V' X

Q=MDOX+No,Xo*X) +

onde
B 2V'(4HX — 6V")

= —4H
ap +2V 12V X

N V(X H — 6V —2H)

—2H
oo +2V+2V' X

Inserindo este resultado na equacao do fermion tem-se:
iV, 4 (MOX + NX X)) W+ Z(A+iBy*)W =0

onde
B 40{0/\\/’

A
e definimos A = o + 2V + 2V’ X que permite escrever M e N sob a forma

Z

M:—z (3V2 + H (o +2V))

N = —i (3V2+ H (oo +2V))’

PMG — 4
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Neste estagio, selecione os possiveis valores de V e H de tal modo que os ter-
mos em gradiente e em O desaparecam da equacao de V obtendo a equacao de
Heisenberg. Qual a forma final da lagrangian?

Resumindo: quando a constante cosmologica se anula a dinaAmica do fermion é
dada pela expressao de Dirac

iV, W =0

No outro caso, segundo Mach, obtem-se a dinamica de Heisenberg

iV, W —2s(A+iBy’ )W =0.

PMG — 5

Considere uma situacao semelhante ao caso anterior de uma teoria do campo
eletromagnético interagindo com a gravitagao de modo controlado pela lagran-
giana [carlos]

1 1 1 1
L:—7F+—R+—/\+—V(F)R+LCT
4 K K K

Note que V(F) é adimensional e representa acoplamento ndao-minimo com a gra-
vitacao; o contra-termo L, depende somente de F e primeiras derivadas é in-
troduzido para eliminar derivadas de ordem superior que apareceriam devido ao
acoplamento nao-minimo (como apareceriam?). Qual a forma mais geral desse
contra-termo? Escreva as equacoes que decorrem dessa lagrangiana variando
o campo eletromagnético e a métrica. Mostre que a escolha conveniente de V e
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de H que eliminam derivadas superiores induz uma equacao de movimento para
o campo F,, que pode ser escrito sob a forma

LF F‘,’;U + LF/: Fr F,, = 0.
onde L = OL/OF.

Escolhendo V e H para eliminar termos em gradiente e no dallembertiano OF

das expressoes de X e (2 encontramos para da expressao de X para eliminar
aoF

(V)2

H4+3 ———"F——
* k(1+2V)

=0.

Mostre que essa unica condicao é suficiente para eliminar todos os demais ter-
mos em gradiente de F de X e 2 bem como o termo em OF de €.



338 Capitulo 21. Principio de Mach generalizado

Solucoes

PMG —1

V=~V

Com efeito, sob a transformacéo v° segue

A =—A B =—B; then, X' = X.

PMG — 2

Variacao independente de V e g,, implica
iV, U+ Q(A+iBy)W =0.

onde
Q=2RV'—-2H'9, X O*X — 4HOX

e temos para a métrica a equacao
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1
ag (R, — 5 Rgu)=—Tw

onde oy =2/k e V' = 0V/0X. O tensor de energia tem a forma

i

_ P
Tw = 2 VY Vi)V — ZV(M\U')’“)\U
1
+ 2V(Ru — 5 Rgu)+2V,V,V —-20Vg,,

+ 2H3,X8,X — HOX X g, + % N,

PMG — 4

O modo mais simple é colocar M = N = 0, que ¢é satisfeito se

3\//2
Cag +2V

Impondo que Z deve se reduzir a uma constante tem-se

S T B
ok |1+B8X '
Como consequéncia
3B 1

H = o A1 BXY

onde § é uma constante. Tem-se entao que V satisfaz a dinmica dada por
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iV, VU —25(A+ i By’ )V =0

onde

A lagrangian tem a forma final dada por

1 1 382 1
L=1L ——R——A— Xo*X.
D+K(1+ﬁX) K 2k (14 BX)3 0uX 0

PMG — 5

Variando o potencial electromagnetico potential A, e a métrica g,, tem-se
4 ! !
F., — —[RV F*)., — 4[H Fx F* F*]., + 8[(H F*).\ F*]., = 0
K
onde V' representa a derivada em relacdo a F, e

1 1
E (RW B 5 ng) = _T;w

onde

o 2 6/—glLn
YoVg dgm
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Por um calculo direto obtemos

o 1
Ty.u = Fy,aF U+1ng,,,
2V 1 2 2
-— — = = — =0
+ K (RILV 2 RgILV) + K vlLvVV K Vgp,u

A
+ 2HF,F,—HFR F*g, + — Buv

onde F, = 0,F e o traco da equacéao da métrica permite escrever

]. ! "
R=——(4N-6V OF —(6V +2kH)F,F*
(1+2V)< 6V + 2k H) F, F¥)
Finalmente, temos
XF*. ,+QF*F,=0.
onde
X = 1_ 16AV
kK(1+2V)

,  8HV 24V' V"
F,Fe (4H
i ( +(1+2V)+I{(1+2V)>

ter <8H+ Kii(rz)\z/» I

4 ! !
QF, =——(RV), —4(H i FY), +8(HF)..,
K

Escolhendo V e H para eliminar termos em gradiente e no dallembertiano OF
das expressoes de X e 2. Temos

(V')?
H+3——"—-—+=0
* k(1+2V)
a outra condicao
, 2HV 6V V"
H + + =0

(ag+2V) k(1+2V)
nada mais é do que a derivada dessa primeira.

Assim, tem-se
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16N [V
X=1- <1+2v)‘

Segue o belo resultado: essa condicao elimina todos os demais termos indese-
javeis em O de F que aparecem em (). Temos assim

Lr FE¥ + Ler F* F, = 0.

onde Lr = OL/0OF.
Podemos escrever a lagrangiana sob a forma

L= F—% In(1+2V).
K
Concluimos entdo que dada uma teoria nao linear L(F) a interagdo ndo minima
com a gravitacao através V e H fica determinada pela expressao acima. Ou,
de forma inversa, especificando a dependéncia de V(F) determina a lagrangiana
nao linear L(F). Isso so é possivel gracas a influéncia da constante cosmoldgica.
Se ela for nula, a teoria se reduz a expressao linear de Maxwell.



22 GEOMETRIA RESTRITA DE CARTAN:
DOIS CAMPOS DE SPIN-2

Comentario Uma generalizacao da geometria de Riemann foi estabelecida pelo
matematico francés E. Cartan [83] introduzindo uma conexao afim *,, que néao
possui a simetria nos dois indices covariante. Uma tal estrutura foi utilizada em
varias ocasioes para ir além da teoria da relatividade geral em particular em pro-
cessos gravitacionais envolvendo campos de spin semi-inteiro. Essa geometria
teve grande sucesso, embora efémero, quando Trautman e outros mostraram
que a torcao associada a essa geometria poderia evitar o aparecimento de singu-
laridade no cenario cosmologico. Aqui, hés iremos somente considerar alguns
aspectos da teoria de campos associado a essa geometria. Nés iremos verificar
que a torcao geométrica pode esconder a presenca de dois campos de spin-2.
Usaremos as definicoes da geometria de Cartan descritas no capitulo primeiro.

Geometria de Cartan Restrita (RCG)

Considere a geometria de Cartan sem pseudo-traco:

*_
7, = 0.

Essa condicao elimina 4 graus de liberdade da torcéo. Definimos F,,* que pos-
sui 20 graus de liberdade (mostre) pela forma
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a ae
T yw — 8 [J.UTEZF[J,U .

Temos as propriedades (mostre):

Fy.ua = _FI//.Loc-

Faﬁazo

ou seja

Fuua+Fuau+Fauu:0-

Seguindo Fierz [corson], podemos descrever F,,, em termos de dois tensores
simétricos de ordem-2: A,, e B,,. Vmos considerar em um primeiro momento
que um desses campos, digamos B, se anula.

Mostre que podemos escrever

2 Faﬁu = Au[ayﬁ] + (A,a - Aae,s) N — (A,ﬁ - Aﬁe,e) Naw

onde A=A, n*.

O traco F, é dado por

_ uv
Fa = Fauus

isto é,

Pode-se entao re-escrever F,z, sob a forma (mostre) compacta:

2 Fapy = Aulap] + FlaMglu
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onde usamos [x, y] = xy — yx e usaremos também (x, y) = xy + yx.

Escreveremos, como no capitulo primeiro, a conexao usando a contorcao K,g,
M = ()} + K
Mostre que podemos escrever
K =2F + F, 6, — FEnu,

ou, equivalentemente

K

euv

=A

ew,v A/.u/,ey

Tensor de curvatura na geometria restrita de Cartan (RCG)

O tensor de curvatura é definido como

RaUﬁA = rga,)\ - ?a,ﬁ + rilp rpa - r’))\cr gp'

No background de Minkowski a contracao é dada por (mostre):

Rp,u - Kaap.,u - Kauy,,a + Kaup Kpay, - Kaoep Kp//p,y

ou seja

RMV = DA;U/ — Aa(u,u)a + A,ul/ + [KK]“,,

onde
(KK = K% KPop — K%p KPup

0O=n"0,0.,.



346 Capitulo 22. Geometria restrita de Cartan: dois campos de spin-2

Mostre que podemos escrever

[KK]uw = (Avap — Avpa) (A% o — AL*P) — (A — Aa ) 1™ (Ap — Aupp) -
Segue [KK] = [KK]. n*,

[KK] = —2U

onde U é o invariante

U = Fopu F*P* — F, F2.

Mostre que o escalar de curvatura nas condi¢coes acima se escreve

R=20A-2A% s —2U.

ou também sob a forma

Considere a dinamica da torcao restrita a um campo de spin-2 como dada pelo
escalar de curvatura da geometria de Cartan. Mostre que temos

5:/Rd4x: -2 /Ud“x
a menos de uma divergéncia total.

Essa dinamica foi introduzida por Fierz [fierz] para descrever um campo de spin-
2 e corresponde ao limite linear da Relatividade Geral (mostre).
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Com efeito, temos
§S = — / 2F)  GA,, d*x

Pela identidade

Fory 1 Folw) — _EGL L
e 2 , 2 /7]
temos
§S = 2/GLW SAM dix,
onde

GL;LU =0 A;u/ - Ae(u,u) € + A,p.u — Nuv (DA - Aaﬁ,aﬁ) )
onde L significa linearizacao das equacoes da RG.
Podemos entao afirmar:

¢ Arestricao datorcao (10 graus de liberdade ) descreve um tensor simétrico
de segunda ordem A, ;

o A dinamica gerada pelo escalar de curvatura (a¢ao de Hilbert-Einstein) gera
a equacao linear do campo de spin-2 A,,, .

Mostre que ao considerarmos os outros 10 graus de liberdade da torcao e se-
guindo um caminho semelhante ao que desenvolvemos acima podemos descre-
ver dois campos de spin-2.

Mostre que o escalar de curvatura se escreve

R = Kaa#,un‘w - Kaul/va n;w + [KK]

onde
Koc

ap —

Kuap n* = — Fu
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Koo KP# = 2Fop FHP — Flo FHP £ 2 A% A,
—4FYY - 6%,T°

Ou seja

[KK] = —2A.p, A*P* 4 2B,g, B*P* — 2B, B*

+ 24, A%+ 4B Y% — 65, X% —4APE B,

E dai (como?)
R = div — 2U[Asg] + 2U[Bog)-

Mostre enfim que a dinamica
S= / Rd*x

gera, por variacoes independentes de A,, e B,,, as equacoes para os dois cam-
pos de spin-2:

GLW(A) = DAL —AQun et Aw
— s (DA— A 45) = 0.
GL/.LU(B) = 0 Bp,u - Be(p,u),e + B,;w

N (OB — B 45) = 0.

Generalize o resultado anterior no caso de um background riemanniano curvo



23 TEORIA DAS PERTURBACOES (MO-
DOS DE VIBRACAO DO UNIVERSO)

A quase totalidade dos textos dedicados a teoria das perturbacées em cosmo-
logia usam os métodos originais estabelecidos em [1] e com as posteriores dis-
cussoes e alteracoes envolvendo a questao da escolha de sistema de coorde-
nadas, o chamado problema da gauge [84] [85]. N6s iremos seguir uma outra
forma de analisar esse problema. Embora se trata de um método que tenha sido
estabelecido ha muito tempo [86] sua difusao foi pequena. Ha varias razoes de
natureza nao cientificas para isso. Nao é nosso objetivo fazer aqui essa historia.
Queremos sim exibir esse método que, em varios casos é superior ao método
usual.

Dessa forma, contrariamente ao que aconteceu nos capitulos anteriores, farei
aqui uma introducao mais demorada retirada do livro [6].

Introducao

Vamos considerar aqui a questdao da estabilidade de modelos cosmoldgicos.
Perturbacoes do tensor momento-energia 7, geram modificac6es na geometria.
Devido a nao linearidade dessas equacoes, a métrica perturbada g,, + g, néo
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satisfaz necessariamente as equacoes de Einstein. Limitaremos nosso estudo
a variacées 6T* do tensor momento-energia que estao acopladas a métrica ég,,
através das equacoes de Einstein perturbadas:

1
R~ — 5 (0R) &4, = —kéT*" (23.1)
As quantidades perturbadas envolvem a geometria e a matéria e usualmente sao

dadas por:

(i) tensor métrico: g,, — gu. + 908 = &u

(ii) densidade de energia: p — p+dp = ¢

(iii) velocidade do fluido: v# — v* 4+ dv* = v#
(iv) pressao: p > p+dép=7p

Nessas expressoes, p, dp, dv* e gt serao considerados quantidades peque-
nas, isto é, (6p)> << ép, etc. Como consequéncia dessas modificagoes, quan-
tidades funcionais associadas sofrem alteracoes, que serao sempre considera-
das na aproximacao linear.

Tem sido uma pratica comum, a partir do trabalho seminal de Lifshitz [Lifshitz])
ao considerar a teoria da perturbacao das equacoes da Relatividade Geral, exa-
minar variagdes de quantidades nao-observaveis como ég,,. A partir desta va-
riacao obtém-se as demais quantidades envolvendo o tensor de curvatura e
suas contracoes. De forma correspondente, variagcoes das quantidades repre-
sentando a cinematica e a dinamica da fonte seriam consideradas gerando 67,
relacionadas pelas equacoes perturbadas como acima. A principal dificuldade
deste método é que ele mistura verdadeiras perturbacoes com transformacoes
arbitrarias (infinitesimais) de coordenadas. Tem-se assim uma questao adicio-
nal: separar verdadeiras perturbacoes de simples transformacoes de coordena-
das. Esta dificuldade é conhecida na literatura como o problema da gauge da
teoria das perturbacoes. Solucoes foram encontrada por diversos autores [85],
[87],[86]) que procuraram combinacoes que fossem independentes de gauge a
partir das quantidades fundamentais escritas em termos do tensor métrico e
suas derivadas. O passo seguinte consiste em usar as equacoes da Relatividade
Geral para estabelecer a evolucao dinamica destas quantidades fisicamente re-
levantes.

Ha, entretanto, um outro método, mais direto e muito mais simples e util quando
se trata de examinar a perturbacao da geometria de Friedmann. Trata-se de es-
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colher, desde o comeco, variaveis fisicas, quantidades observaveis e procurar
um sistema dinamico que permite tratar somente com estas quantidades. Isto é,
neste método nao é sequer necessario evitar a questao de gauge: ela simples-
mente ndo existe. Veremos aqui como ele funciona’.

Vimos que ha dois modos distintos mas equivalentes de considerar as equacoes
da Relatividade Geral. Um deles, consiste na forma tradicional e gera a equacao

SRE — ;6R §F = —Kk 6T,

O outro método usa as equacoes JEK. O caso de um universo do tipo Friedmann,
conformalmente plano, permite antecipar que JEK seria mais conveniente, posto
que qualquer variacao do tensor de Weyl é reconhecida de imediato como uma
verdadeira perturbacao, eliminando qualquer eventual ambiguidade.

A variacédo do tensor de Weyl conforme 6,4, € entdo a quantidade basica a
ser considerada, posto que ela nao pode ser obtida por uma transformacao de
coordenadas. Esta situacao resolve ab initio o problema de gauge. Igualmente
crucial é o fato de que para se obter um sistema dinamico fechado para a pertur-
bacao, em JEK, nao é necessario o conhecimento de todas as componentes de

08,0

De um ponto de vista técnico, é conveniente considerar todas as quantidades
perturbadas como fungcoes escalares. Para realizar isso, expandem-se todas as
quantidades em uma base completa de funcoes (por exemplo, em termos de
harmonicos esféricos). Dividimos, assim, as quantidades perturbadas em duas
classes:

¢ Classe A: quantidades que sao nulas na geometria nao-perturbada;
¢ Classe B: quantidades que nao sao nulas na geometria nao-perturbada.

Pela analise tensorial, somente deveriamos nos concentrar na classe A, posto
que qualquer perturbacao delas nao pode resultar de uma transformacao de co-
ordenadas. Consequentemente, lidando somente com a classe A, a questao da
dificuldade de gauge nio aparece. E o método que iremos seguir. N6s mostrare-
mos que é possivel considerar um conjunto fechado de quantidades dinamicas

Para estabelecer um ponto de contacto com o método tradicional de Lifshitz que cuida de quantidades
como dgy., N6s iremos examinar também, secundariamente, a evolugdo destas quantidades associadas
que séo dependentes de gauge.
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que conterao toda a informacao sobre o sistema perturbado. Isto é, chamando
de M, este conjunto, as equacoes da Relatividade Geral devem prover a di-
namica de cada elemento de M,,;, dependendo somente de quantidades nao-
perturbadas (e, eventualmente de outros elementos de M|,). Vejamos como
isso é possivel.

Exercicio: Qual o conjunto de variaveis que poderiamos escolher para, dentro
deste esquema, considerar perturbacoes da métrica de Friedmann?
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Um exemplo simples: perturbacao da métrica de Friedmann

A geometria de Friedmann se escreve, em um sistema gaussiano de coordena-
das, como

ds® = dt* + g;dx'dx/ (23.2)

onde

gij = —A%(t)y;(x").
A geometria tridimensional fy,-j(x" ) tem curvatura constante e, consequentemente
seu tensor de Riemannian ®)R,;,, se escreve como

@) Rijki = € Yijui-

Derivada covariante no espaco-tempo quadridimensional sera denotado pelo
simbolo (;) e no 3-espaco por (). Desde o artigo original de Lifshitz [Lifshitz]
tem sido usada a decomposicao das quantidades perturbadas na base de harmo-
nicos esféricos . Nessa introducao a teoria das perturbacoes, vamos nos limi-
tar a perturbacoes irrotacionais. Consequentemente é suficiente considerar o
harmonico escalar Q(x¥) (com Q = 0) e as quantidades vetoriais e tensoriais
que podem dele derivar. Tem-se assim

Qi = Qi

Qij = Qi;j

onde o escalar Q obedece a equacao de autovalor definida no 3-espaco dada
por:
1
VZQ = 2 Q

k & o comprimento de onda da perturbacao e
V2R =y Q ik ="

o simbolo /2 denota o laplaciano tridimensional. O operador sem traco Q,-J- é

definido como .

éij:Qij_ﬁ

Q’Yij
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e a divergéncia de (f),-j vale (mostre este resultado)

Lembremos que @ é um objeto tridimensional; consequentemente, subir e des-
cer indices das quantidades derivadas deve ser feita com a métrica tridimensio-
nal v/,
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Perturbacao geométrica

Da analise anterior segue que

\JOE ;6T

€ a unica quantidade capaz de caracterizar, sem ambiguidade, uma verdadeira
perturbacao dos invariantes de Debever. Isto é devido a anulacao da perturba-
cao da parte magnética do tensor de Weyl, consequéncia de que estamos consi-
derando somente perturbacoes escalares irrotacionais. Precisamos considerar
somente a quantidade perturbada E;;, posto que qualquer outra quantidade mé-
trica nao pertence ao nucleo fundamental necessario para um conhecimento
completo das perturbacoes verdadeiras. Vamos entao expandir em termos dos
harménicos esféricos.
SE;; = E(t) Qi(x).

Note que esta expansao ¢ uma soma em k que deixaremos de escrever por sim-
plicidade, uma vez que cada componente pode ser considerada de maneira in-
dependente, devido a linearidade da perturbacao. Assim, E(t) sera a quantidade
geométrica cuja dinamica queremos obter.

Perturbacao cinematica

Como estamos limitando nossa analise a perturbacoes lineares, a nhormalizacao
da quadrivelocidade mostra que a variacao da componente temporal da velo-
cidade perturbada esta relacionada a variacao da componente (0-0) do tensor
meétrico, isto é:

dvo = ;5goo-

As quantidades contravariantes correspondentes estao relacionadas como se-
gue:
0 _ } 00 __
ov° = 26g = —6V0.

A expansao da perturbacao da 4-velocidade em termos da base dos harmoénicos
esféricos é (note que a vorticidade é zero, pois estamos nos limitando ao caso
irrotacional):
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5Vk = V(t) Qk(Xi).

Para a aceleracao pomos
5ak = \U(t) Qk(Xi).

Para o shear
Sy = T (t) Qi(x*)
€ para a expansao
86 = H(t) Q(x') + Z(t)
onde Y (t) e Z(t) sao termos homogéneos que nao representam verdadeiras per-

turbacoes.

E importante notar que como estamos limitando nossa analise a verdadeiras
quantidades perturbadas, a variavel cinematica que importa e cuja dinamica de-
vemos examinar é somente X (t), posto que a outra quantidade que é invariante
de gauge (e que no "background"se anula) WV é uma funcaode X e E.

Perturbacao da matéria

Como estamos considerando uma geometria do background onde a fonte é um
fluido perfeito que possui uma equacao de estado p = )\p, seguiremos o procedi-
mento convencional que admite a preservacao desta equacao de estado sob per-
turbacoes arbitrarias. Ademais, no sistema em que nos colocamos nhao existe
fluxo de calor. Assim, a forma mais geral de perturrbacao é dada por

6Ty = (14 X) 8(pvuvi) — A6(pguv) + 0T

Escreveremos dp na base escalar:
§p = N(t) Q(x) + u(t)

onde o termo homogéneo 1 (t) ndo corresponde a uma verdadeira perturbacao.
Admitiremos Y = Z = u = 0, pois estes termos homogéneos sao quantidades
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que podem ser eliminadas por escolha conveniente do sistema de coordenadas
e nao estamos interessados em quantidades que dependem de gauge.

De acordo com a termodinamica causal, a evolucao da pressao anisotrépica esta
relacionada com o shear através da relacao

Tﬁ,‘j + ﬂ,’j = fO’,‘j

onde T é o parametro de relaxacao e £ o parametro de viscosidade. Para simpli-
ficar nossa analise, vamos nos limitar ao caso em que 7 pode ser desprezado e
¢ é uma constante. Tem-se entao

Mj; = &0

e a perturbacao associada:

5ﬂ;j = g (SO','J'.

Seguindo o mesmo raciocinio, 61T;; & a quantidade material que deve entrar no
sistema completo de equacoes diferenciais que descrevem a evolucao da pertur-
bacao. Em geral, esta-se interessado também pela perturbacao da densidade de
matéria 0 p embora ela nao faca parte deste conjunto fundamental. Voltaremos a
ela mais adiante.

Assim, do que vimos, o “bom” conjunto M, tem somente trés elementos: JE;;,
doj; e 6T1;;. Entretanto, como 4T1;; pode ser escrito em termos de do;;, 0 conjunto
M4 que iremos considerar se reduz a

Mua) = {8Ej;, b0y}

PC —1



358 Capitulo 23. Teoria das perturbacées (modos de vibracao do Universo)

Dinamica

A aplicacao a teoria da perturbacao do esquema JEK das equacoes da gravita-
cao permite obter um resultado notavel: as quantidades fundamentais observa-
veis, relevantes para obtermos a evolucao das perturbacoes, se reduz ao con-
junto

Miay = {E(t), Z(t) }

em termos dos quais toda a dinamica perturbada necessaria para caracterizar
completamente o espectro de perturbacoes pode ser obtida. Com efeito, as
equacoes de evolucao destas duas quantidades dadas pelas equacoes da Rela-
tividade Geral, geram um sistema dinamico envolvendo somente £ e ¥, além de
quantidades conhecidas da métrica nao-perturbada e que, quando resolvidas,
contém toda a informacao necessaria para uma descricao completa das demais
quantidades perturbadas da geometria de Friedmann. Este resultado seria extre-
mamente dificil de ser obtido pelo método convencional, seja ele a formulacao
original de Lifshitz, seja a modificacao proporcionada por Bardeen e outros (ver
referéncia na bibliografia).

A equacao do shear

As equacoes de perturbacao do shear se escrevem como:

2 1
hap' hﬁu (50'#,,). + ge (50'(15 + §ha5 (5a>‘;)\

1 v
- Eha“ he” [0au, +dau.u]
= OMyg

onde

1
Mag = Roppy V¥V* — ng vEVY hgg.

Usando a expansao em harmonicos esféricos mostre que as equacoes para o
shear e a parte elétrica do tnsor de weyl, dadas por (X, £) se escrevem:

. 1
L= -E- XKV
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. (14 o ¢
E (¢ © k?
- 2(2+3)Z—25"’-

Essas duas equacoes contém trés variaveis: £, Y and V. Mostre que usando a
lei de conservacao da matéria, podemos eliminar ¥ em todos os casos de fluido
perfeito, exceto quando (1 + X) = 0.

O resultado da:

K) A2YL.

(1+)\)p\ll:>\[N—pv]+2§<;—m

Mostre que o lado direito desta equacao pode ser expresso em termos das va-
riaveis E e ¥ somente (posto que estamos assumindo que 1 + X # 0).

Com efeito, da equacao da divergéncia da parte elétrica do tensor de Weyl, tem-
se 3 3
. € _ € _
N—pV = <1+k2> §Ya 2—2(1+k2) a’E.
Combinando com a equacao anterior vemos que V é dado em funcao de quanti-
dades nao perturbadas e de E e X:

1 1
(1+A)pW:2<1+i’§> A‘2[—>\E+§>\§Z+§§Z].

Assim, mostramos que todo o conjunto basico de perturbacao se reduz a um
sistema dinamico nao-autonomo nas variaveis E e X :

Y = FA(%,E)
E = Fy(%, E)
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com

1
Flz—E—§§Z—k21U

1 1
Fo= —(30+58) £

1, (14X 1

k2
- v
25

onde, como vimos, ¥V é dado em termos de E e Y.

Dinamica da perturbacao de p e 6

Vimos que uma verdadeira perturbacao da métrica de Friedmann se constréi um
sistema dinamico envolvendo somente E e ¥. Todas as demais quantidades po-
dem entao ser calculadas a partir do conhecimento deste sistema fundamental
[joras]. As equacoes de evolucao das perturbacoes da densidade de energia e
da expansao sao dadas para suas componentes na base de harménicos esféri-
cos por:

1
N—ZBp+(1+NON+(L+X)pH=0.

e, via equacao de Raychaudhuri perturbada:

2
H—;ﬁ@+§@H—;W+(1+23A)N:O.

Para resolver estas duas equacodes é preciso fixar a gauge (5(t)) e usar os va-
lores de E e ¥ obtidos do sistema fechado fundamental. De modo analogo, to-
das as demais quantidades geométricas e cinematicas podem ser obtidas, o
que exaure completamente nossa analise das perturbacoes irrotacionais do uni-
verso de Friedmann.
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Mostre que no caso singular 1 + X = 0 devemos considerar a existéncia de per-
turbacao do fluxo de calor. Calcule as equacées para a quantidade g(t) definida
pela expansio na base harménica dada por 6g,,, = q(t) Q..

Hamiltoniana da perturbacao

O exame das perturbacoes da cosmologia de Friedmann admite uma formula-
cao hamiltoniana. Para fazer isso, comecamos por reconhecer que no sistema
dinamico que obtivemos, as variaveis £ e ¥ nao sao can6nicamente conjuga-
das. Com efeito, vamos examinar o caso simples, mas completamente genérico,
onde o sistema em questao é dado por (faremos ¢ = 0)

Note que, de fato, . .
0E 0L _ 0
0E 0L 3
Vemos entao que a expansao do universo 6 # 0 é a responsavel por impedir que
as variaveis £ e ¥ sejam candnicamente conjugadas. Podemos entao usar o
procedimento padrao nesse caso e definir, a partir destas duas, novas variaveis
que sejam candénicamente relacionadas. Chamando de @ e P, funcionais lineares
de X e E dados por
Y
Ik

Q
P

_ | @
=15 5
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Note que a variavel Q aqui definida nao tem nenhuma conexao com a base Q
que usamos anteriormente.

Deveriamos esperar que esta matriz que relaciona (Q, P) com (E, %) dependa
das quantidades nao-perturbadas. Ademais, esta matriz € univoca a menos de
transformacoes candnicas (demonstre essa afirmacao). Podemos entao usar
este fato e escolher n e § como sendo zero. A hamiltoniana H que contém a
dinamica do par (Q, P) se obtém a partir das equacoes de evolucaode E e ¥.

Exercicio:

Mostre que a condicdo para que estas novas variaveis Q e P sejam candnica-
mente conjugadas e que uma Hamiltoniana exista é dada por

a B 1
Z+2_Zg=o.
a+,8 3

Entao podemos escrever

H:/;Q2+l722P2+2h3PQ

onde hy, h, e h; sao definidos por

hy = B (1+2X) ,
a 2
.« 2\
= _E{1+ (1+ ) pa (k2+3€)}

No caso especial em que escolhemos um par de variaveis candnicas tais que
B = a ( quanto vale o ?) temos os valores especiais
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Neste caso a hamiltoniana  tem a forma

H=—0%t) P +9°(t) Q°

onde v(t) e A(t) sdo dados em termos da densidade de energia do background
p, o fator de escala a(t) e o comprimento de onda kK como

V(t) = (T) pa

Comentarios

O sistema hamiltoniano de que estamos tratando e que contém toda a infor-
macao da perturbacdo do modelo de Friedmann nao é conservativo (isto é, a
derivada temporal da hamiltoniana A néo é zero). Isto é consequéncia de que
o estado fundamental deste sistema, o estado nao-perturbado Q = P = 0, que
corresponde nao ao espaco-tempo plano de Minkowski — destituido de qual-
quer forma de energia — mas sim corresponde a um universo de Friedmann em
expansao. O fato da hamiltoniana nao ser positivamente definida é também con-
sequéncia de que o estado fundamental envolve a curvatura nao perturbada,
que nao é nula. Em suma, o sistema em questao nao é isolado e momentum e
energia podem ser extraidos do estado fundamental nao-perturbado.

Notemos por fim que a estrutura hamiltoniana que obtivemos aqui em termos
das variaveis £ and ¥ é completamente independente de gauge. A principal
vantagem do esquema JEK que vimos utilizando, reside precisamente em que
estamos usando quantidades que possuem interpretacao direta e simples: as
quantidades perturbadas shear ¥ e a parte elétrica do tensor de Weyl E.
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Exercicio: perturbagao do universo estatico de Einstein

Mostre que, como consequéncia de este modelo nao possuir expansao, a hamil-
toniana se reduz a:
He o PPt u? Q2
2u? 2
onde u e w sao constantes. Note que esta expressao nada mais é do que a
hamiltoniana de um oscilador com uma massa imaginaria. Encontramos assim,

uma vez mais, o resultado da instabilidade do universo de Einstein.

Exercicio: perturbacao da densidade de energia

De modo geral, nao estamos interessados no conjunto completo de equacoes da
perturbacao, mas sim em um sub-conjunto capaz de conter informacao fechada
sobre uma determinada variavel (ou conjunto de variaveis). Isso acontece, por
exemplo, quando estudamos a questao da evolucao das inomogeneidades pre-
sentes no universo, com o proposito de entender o mecanismo de formacao de
galaxias, estrelas, etc. Nesta secao veremos como é possivel conhecer a evolu-
cao do parametro de contraste definido pela razao ép/p que mede a perturbacao
da densidade de energia por densidade nao perturbada. Consideremos um caso
simples onde o fluido galatico é constituido por um gas incoerente sem pressao
(p = 0) e a geometria nao perturbada tem a secéo espacial euclideana. Escreve-
mos para a densidade perturbada dp a expansao:

op = N(t)Q

onde se fez uma escolha de gauge e a parte homogénea foi feita zero. Mostre
que

. . 4
N+§ NO + - N6 — Np =0
3 3
Neste caso, temos

4
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A equacao acima se reduz a:
Nt2+1;j Nt + 4N =0
cuja solucao é dada por
N(t) = at™3 + gt~3
com a e 5 constantes.

Podemos entao escrever para o fator de contraste

5:: iat2/3+i/3t1

Vemos assim que, além do fator evanescente, existe um termo que cresce com a
poténcia 2/3 do tempo, responsavel pela instabilidade do modelo de Friedmann.
Mostre que o termo que decai com t~! pode ser eliminado e nada mais é do que
um resquicio de nossa escolha de gauge.

Exercicio:

Mostre que as equacoes quase-maxwellianas relevantes para a perturbacao que
fizemos do modelo de Friedmann sao dadas por:

1 .
(8E*)* h,*hF + ©(6E*F) - 5(5511(0‘)/73)“ Vi
©
gnﬁuus ,na’y-rx Vu\/7_(6Eg)\) h,y,,

= —;(p +p) (§0°F)

+

1
5(5E>\M);‘r hu(anﬁ)mA vy =0

1 1,
(80Eap)wh™ B = §(5P),aha$ N §P (6v*)

(143X

(56)" + 6 (66) — (6°).0 = - (60)
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[} 1 o 2
(dou)® + ghw(‘sa )ia T §9 (60u) = —(6EL.)

(8p)° + 0 (6p +dp) + (p+ p) (66) = 0.
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