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1 INTRODUÇÃO

Em 1972, ao retornar ao Brasil depois de meu doutorado na Suiça, iniciei a formação
de um grupo de estudos em gravitação e cosmologia no Centro Brasileiro de Pesquisas
Fisicas. Desde então, sistematicamente, ministrei cursos nessas áreas. Colecionei
assim um grande número de exercicios alguns dos quais reproduzo aqui e um roteiro
particular para sua análise. Esses exercicios não possuem o mesmo gráu de dificuldade.
Por minha experiência pessoal, achei conveniente misturar problemas simples com
outros de gráu de dificuldade bem maior. Na bibliografia o leitor poderá encontrar
explicitamente soluções desses problemas, bem como alguns livros básicos sobre os
diversos temas aqui tratados, como [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9] e [10].

Um comentário adicional se faz necessário. Além de questões de Cosmologia, inclui
exercicios envolvendo tópicos de gravitação e eletromagnetismo. Em verdade, a
Cosmologia envolve todas as áreas da fisica, não se identificando com essa ciência,
mas sim produzindo sua re-fundação. Essa frase mereceria uma explicação adicional
que não a farei aqui, remetendo o leitor interessado à sua análise a meu livroO que é
Cosmologia.

Acrescentei ao final de cada capitulo um roteiro de solução. No entanto, creio que
embora seja possivel aceitar que todo problema admita uma só solução, o caminho
para chegar até ela raramente é único.





2 NOTAÇÃO, CONVENÇÃO, ETC

A variedade espaço-tempo que iremos examinar é um caso particular das geometrias
de Riemann, caracterizada por um tensor simétrico de segunda ordem g—� e uma
conexão Γ—¸˛ relacionados pela formula

Γ—¸˛ =
1

2
g—� (g�¸;˛ + g�˛;¸ − g¸˛;�) :

A métrica de Minkowski ‚—� reduz-se no sistema de coordenadas cartesiano à expresão
diag(1;−1;−1;−1): Em geral, nesse sistema de coordenadas iremos denotá-la como
”—� . Indices gregos variam de 0 a 3. A derivada covariante se escreve

v— ; � = v—;� − Γ¸—�v¸;

onde v—;� ≡ @�v— denota derivada parcial. A metricidade riemanniana está contida na
expressão

g—� ;– = 0:

Segue então
v¸;—;� − v¸;�;— = R¸˛—� v

˛;

onde R¸˛—� é o tensor de curvatura. Em termos da conexão tem-se:

R—›¸˛ = Γ—›¸;˛ − Γ—›˛;¸ + Γ—˛ff Γff›¸ − Γ—¸ff Γff˛›:

O tensor de curvatura satisfaz as identidades algébricas

R—�¸˛ = −R—�˛¸ = −R�—¸˛ = R¸˛—�
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e as identidades de Bianchi

R—�¸˛;– + R—�–¸;˛ + R—�˛–;¸ = 0

Contraindo indices temos

R—�;� −
1

2
R;� g

—� = 0;

que implica, via equações da relatividade geral, a conservação do tensor de energia-
momentum. Variando a métrica dada na Lagrangiana

‹S = ‹
Z √
− g R = 0;

e usando

‹
√
−g = −1

2

√
−g g—� ‹g—�:

obtemos as equações da Relatividade Geral que se escrevem sob a forma compacta
como

R—� −
1

2
R g—� = −»T—�:

Essa expressão deve ser entendida, na forma explicita, como sendo

R›˛ ≡
1

2
g–—;˛ g–— ;› +

1

2
g–— g–— ;›˛ −

1

2
g¸—;— (g¸›;˛ + g¸˛;› − g›˛;¸)

− 1

2
g¸— (g¸›;˛— + g¸˛;›— − g›˛;¸—)

+
1

4
g—¸ gff– g¸˛;ff (g–›;— + g–—;› − g›—;–)

+
1

4
g—¸ gff– g¸ff;˛ (g–›;— + g–—;› − g›—;–)

− 1

4
g—¸ gff– g˛ff;¸ (g–›;— + g–—;› − g›—;–)

− 1

4
g %ff g%ff;– g

–¸ (g¸›;˛ + g¸˛;› − g›˛;¸) = −»(T›˛ −
1

2
T g›˛)

Tensor de projeção
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Seja v— o vetor campo normalizado de uma congruência de curvas em um espaço-
tempo que possui uma métrica g—�: Definimos o projetor h—� pela expressão

h—� ≡ g—� − v— v�:

Ele projeta quantidades definidas no espaço-tempo sobre o referencial de repouso de
v—: Com efeito, tem-se:

h¸˛h
˛
� = h¸�; e h¸˛v

˛ = 0:

Note que h—� é um tensor simétrico h—� = h�—: Podemos assim descrever a distância
entre dois pontos quaisquer P e Q como

ds2(P;Q) = g—�dx
—dx� = h—�dx

—dx� + (v—dx
—)2:

Tensor de energia-momento T—�

Definimos o tensor T—� a partir de uma lagrangiana de matéria Lm pela relação

T—� =
2√
−g

‹
√
−g Lm
‹g—�

:

Podemos representar a distribuição de energia como um fluido escolhendo-se um
observador arbitrário possuindo 4-velocidade v—, sob a forma

T—� =  v— v� − p h—� + q(— v�) + ı—� ;

onde as 10 componentes independentes, a densidade de energia ; a pressão p; o
fluxo de calor q¸ e a pressão anisotrópica ı¸˛ são dadas pelas relações obtidas pelas
projeções de T—� sobre v¸ e no espaço ortogonal. Temos:

 = T¸˛ v¸ v˛
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p = −1

3
h¸˛ T

¸˛

q¸ = h¸˛ v ‚ T˛‚

ı¸˛ = h¸— h˛� T—� + p h¸˛:

Consideremos o vetor v— do tipo-tempo normalizado

v—v �g—� = 1

A decomposição acima nada mais é do que a separação por um observador arbitrário
de velocidade v— de um tensor simétrico T—� em suas partes irredutíveis. Os tensores
q— e ı—� satisfazem os vínculos

q—v
— = 0

ı—�v
— = 0

ı—�g
—� = 0

ı—� = ı�—

Tal decomposição de T—� não se limita a um fluido especial, mas pode ser realizada in-
distintamente para qualquer configuração, mesmo se estivermos tratando com energia
associada a campos de radiação. Adiante mostraremos como realizar essa decomposi-
ção para diferentes campos.

Não-metricidade

Em alguns casos iremos examinar uma generalização da geometria de Riemann
introduzida por H. Weyl [8] definida pela condição de não-metricidade:

g—� ;– = f– g—�;

onde f– é um vetor arbitrário. Segue então que a conexão afim é dada por

Γ–—� =
n
–
—�

o
− 1

2

“
‹–— f� + ‹–� f— − g—� f –

”
;
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onde {–—�} é o simbolo de Christoffel construido com o tensor métrico.

Dualidade

O objeto completamente anti-simétrico de Levi-Civita ›¸˛—� tem o valor 1 para indices
(0123) ou qualquer permutação par, −1 para permutação impar e é nulo para indices
repetidos. Podemos construir, a partir dele, o verdadeiro tensor

”¸˛—� =
√
−g "¸˛—�

onde g é o determinante de g—�: Usando esse objeto define-se o dual, para qualquer
tensor anti-simétrico F—� = −F�— pela relação:

F ∗—� ≡
1

2
”—�¸˛ F

¸˛:

Assim,

F ∗∗—� = −F—�:

É útil definir a quantidade

g¸˛—� ≡ g¸—g˛� − g¸�g˛—

que satisfaz as simetrias

g¸˛—� = −g¸˛�— = −g˛¸—� = g—�¸˛:

Segue então que g¸˛—� é o dual de ”∗¸˛—� , i.e.,

”∗¸˛—� = − g¸˛—�

e, inversamente,
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g ∗¸˛—� = ”¸˛—�:

Note que "¸˛—� é um pseudo-tensor, enquanto ”¸˛—� é um verdadeiro tensor, isto é

”—�ff = g—¸g �˛g "gff–”¸˛"–:

Então tem-se

”¸˛—� = − 1√
−g "

¸˛—�:

Iremos usar as diversas contrações do tensor de Levi-Civita que enumeramos abaixo
sem demonstração que será deixado como exercicio:

”¸˛—�”ff"– = −‹¸˛—�ff"– ;

”ff�"”–¸˛" = −‹ff�–¸˛;

”¸˛"–”
ff�"– = −2‹ff�¸˛;

”ff�"–”˛�"– = −6‹ff˛ ;

”¸˛—�”¸˛—� = −24:

onde

‹—�˛–¸ = det

˛̨̨̨
˛̨̨̨ ‹

—
– ‹—¸ ‹—
‹�– ‹�¸ ‹�
‹˛– ‹˛¸ ‹˛

˛̨̨̨
˛̨̨̨ :
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Decomposição de um tensor antisimétrico como o tensor de Faraday

Consideremos um observador arbitrário de 4-velocidade normalizada v—: Ele pode
decompor F—� em partes elétrica e magnética sob a forma:

F—� = −v— E� + v� E— + ”—�ff v
Hff;

onde os vetores elétrico (E—) e magnético (H—) são definidos por

E— = F—¸ v
¸;

H— = F ∗—¸v
¸ =

1

2
”—¸ff F

ff v¸:

Segue então que esses vetores estão contidos no 3-espaço ortogonal ao observador
de velocidade v—, isto é,

E—v
— = 0 e H—v

— = 0

Os seis gráus de independência de F—� são representados pelas quantidades (3 + 3)

associadas aos vetores E— e H—:

Construimos as quantidades escalares invariantes (de gauge) do campo eletromagné-
tico representado pelo tensor de Faraday F—� :

F ≡ F—� F —�

G ≡ F ∗—� F —�:

Tem-se as seguintes identidades algébricas:

∗F —¸ ∗F¸� − F —¸F¸� =
1

2
F‹—�;
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∗
F —¸ F¸� = −1

4
G‹—�;

F —¸F
¸
˛F

˛
� = −G

4
∗F —� −

F

2
F —�;

F —¸F
¸
˛F

˛
–F

–
� =

G2

16
‹—� −

F

2
F —¸F

¸
�:

Tensor de Weyl

É possivel decompor o tensor de curvatura de Riemann R¸˛—� em partes irredutiveis, a
saber, suas contrações e o tensor conforme de Weyl W¸˛—� :

R¸˛—� = W¸˛—� +M¸˛—� −
1

6
Rg¸˛—�

onde
2M¸˛—� = R¸—g˛� + R˛�g¸— − R¸�g˛— − R˛—g¸�:

O tensor de Weyl possui dez componentes independentes, e as restantes dez quanti-
dades do tensor de Riemann são associadas ao tensor de Ricci

R—� = R¸—¸�

e ao escalar de curvatura
R = R¸¸:

Como no caso semelhante do tensor de Faraday, as dez componentes independentes
do tensor de Weyl são separadas em partes eléctrica e magnética, segundo um
observador de velocidade v—: Escrevemos

E¸˛ = −W¸—˛�v
—v �;

H¸˛ = −W ∗¸—˛�v—v �:
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Segue então que os tensores eléctrico e magnético são simétricos, sem traço e
ortogonais ao observador:

E—� = E�—; E—�v
— = 0 e E—�g

—� = 0

H—� = H�—; H—�v
— = 0 e H—�g

—� = 0:

Dessas simetrias segue que a operação dual independe do par de indices sobre qual
atua. Isso não ocorre no caso do tensor de Riemann. Com efeito, a condição para que

R∗¸˛—� = R¸˛
∗
—�

caracteriza uma classe de geometrias que chamamos espaço de Einstein:

R—� =
R

4
g—�:

Com o tensor de Weyl pode-se construir dois invariantes quadráticos, a saber:

I1 ≡
1

8
W¸˛—�W

¸˛—� ;

I2 ≡
1

8
W ∗¸˛—�W

¸˛—� ;

As seguintes identidades algébricas valem:

W¸—ffW
˛–ff −W ∗¸—ffW ∗˛–ff = I1 ‹

–
— ‹

˛
¸

W¸—ffW
˛—ff = 2 I1 ‹

˛
¸:
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Invariantes de Debever

Além dos dois invariantes I1 e I2 podemos construir outros 12 escalares algébricos
independentes, usando o tensor de Weyl e o tensor sem traço C—�

C—� = R—� −
1

4
R g—�:

É conveniente definir

D—� = W—¸�˛ C
¸˛

D∗—� = W ∗—¸�˛ C
¸˛

Temos então:

I3 = W¸˛—�W—�%ffW
%ff
¸˛

I4 = W¸˛—�W—�%ffW
∗
¸˛
%ff

I5 = C—� C—�

I6 = C—¸ C¸� C—
�

I7 = C—¸ C¸� C
�– C–—

I8 = R

I9 = D—� C—�
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I10 = D—� D—�

I11 = D—¸D¸� C—
�

I12 = D∗—� C
—�

I13 = D∗—� D
—�

I14 = D∗—¸D
∗
�
¸ C—�

Transformação conforme

Uma transformação conforme consiste no mapa que leva a métrica g—�(x) em g̃—�(x)

definida por

g̃—� (x¸) = Ω2 (x¸) g—� (x¸);

onde Ω2(x¸) é uma função arbitrária. Tem-se

g̃—� (x¸) = Ω− 2 (x¸) g—� (x¸);

que induz a conexão afim

Γ̃¸—� = Γ¸—� +
1

Ω

“
Ω;—‹

¸
� + Ω;�‹

¸
— − Ω;–g

¸–g—�
”

e o tensor associado de curvatura

R̃¸˛—� = Ω− 2R¸˛—� −
1

4
‹[¸

[—M
˛ ]
� ]
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onde

M¸
˛ ≡ 4 Ω− 1 (Ω− 1); ˛;–g

¸– − 2 (Ω− 1); — (Ω− 1); � g
—�‹¸˛ :

Os colchetes significam anti-simetrização. Contraindo indices obtemos os correspon-
dentes transformados do tensor de Ricci e do escalar R, respectivamente

R̃¸— = Ω− 2R¸— −
1

2
M¸

— −
1

4
M‹¸—

R̃ = Ω− 2[R + 6 Ω− 1 2Ω ]:

Finalmente, tem-se que para o tensor de Weyl vale a invariância conforme

W̃¸
˛—� = W¸

˛—�:

Mostre que as equações do eletromagnetismo de Maxwell são invariantes por trans-
formação conforme.

Parâmetros cinemáticos

Considere uma congruência de curvas Γ caracterizada por um campo de velocidades
v—: Podemos decompor sua derivada em partes irreductiveis pela expressão

v— ; � =
„

3
h—� + ff—� + !—� + a— v�

onde além da aceleração a— ≡ v̇— = v—;�v
� definimos o fator de expansão „ , o tensor

simétrico sem traço (shear) ff¸˛ e a vorticidade antisimétrica !¸˛ :

!¸˛ =
1

2
h —

[¸ h
–
˛]v—;–;

ff¸˛ =
1

2
h—(¸ h

–
˛)v—;– −

1

3
„h¸˛;

„ = v¸;¸:
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Define-se o vetor de rotação pela expressão

!fi =
1

2
”¸˛fi!¸˛v

cuja inversa é dada por

!¸˛ = ”¸˛—�!
—v �

Note que valem as relações

ff—� v
— = 0

!—�v
— = 0:

Evolução do fator de expansão

„̇ +
„2

3
+ 2(ff2 − !2)− a¸;¸ = R—�v

—v �:

Evolução do tensor de shear

h —
¸ h

�
˛ fḟ—� +

1

3
h¸˛

h
−!2 − 2ff2 + a– ;–

i
+ a¸a˛ +

−1

2
h —
¸ h

�
˛ (a—;� + a�;—) +

2

3
„ff¸˛ + ff¸—ff

—
˛ − !¸!˛ =

= R¸"˛�v
"v � − 1

3
R—�v

—v �h¸˛

Evolução do tensor de rotação
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h —
¸ h

�
˛ !̇—� − 1

2
h —
¸ h

�
˛ (a—;� − a�;—)

+ 2
3
„!¸˛ + ff¸—!

—
˛ − ff˛—!—¸ = 0

Equações de vínculo

Além das equações que descrevem a evolução dos parâmetros cinemáticos de uma
congruência, existem certas relações entre estas quantidades que devem ser satisfeitas
independentemente do valor do parâmetro afim sobre a curva x¸ = x¸(s). Essas
relações são chamadas equações de vínculo. São elas

2

3
„;—h

—
– −

“
ff¸‚ + !¸‚

”
;¸
h‚– − a¸ (ff–¸ + !–¸) = R—¸v

—h¸–

!¸;¸ + 2!¸a¸ = 0

h
ff˛(¸ − !˛(¸

i
;‚
” ‚˛"
) v" − 2

3
„ v(¸!)+

+2 a(¸ !) = −1
2
R˛‚—(¸ ”

‚˛"
) v— v"

onde o simbolo () envolvendo um par de indices significa que eles devem ser simetriza-
dos, ou seja v(¸ v˛) deve ser lido como v¸ v˛ + v˛ v¸:

A fórmula do determinante
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O determinante da matriz representada pelo tensor mixtoT = T¸˛ pode ser calculada
pelo teorema de Cayley-Hamilton que conduz à formula:

det T = −1

4

»
Tr(T4)− 4

3
Tr(T) Tr(T3)− 1

2

“
Tr(T2)

”2
+ (Tr(T))2 Tr(T2)− 1

6
(Tr(T))4

–
:

Tetradas

Um sistema de quatro vetores - um do tipo tempo e três do tipo espaço - pode ser
um sistema de referências com os quais um dado observador descreve suas medidas.
Este conjunto de vetores constitui um sistema de tetradas que denota-se

eA—

onde o índice latino (variando de 1 a 4) representa cada um dos vetores e o índice
grego representa sua componente vetorial. Escolheremos o vetor e0

— como o campo
de velocidades de um observador e os demais e i— como vetores do tipo espaço
ortonormalizados. Isto é:

e0
—e

0
�g

—� = 1

e1
—e

1
�g

—� = −1

e2
—e

2
�g

—� = −1

e3
—e

3
�g

—� = −1

Esta expressão pode ser escrita de forma compacta pela expressão

eA—e
B
� g

—� = ”AB

na qual ”AB representa o tensor métrico de Minkowski. Podemos definir as tetradas
inversas utilizando este tensor para subir e descer indices. Com efeito, temos para as
inversas e —

A por definição
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e —
A e

B
— = ‹AB

O conjunto de tetradas pode ser usado para transformar indices de coordenadas
¸; ˛; ‚; etc: em indices de tetrada. Por exemplo, consideremos um vetor Z¸: Obtemos
sua componente em tetradas pela contração

ZA = e ¸
A Z¸

e, em geral, para qualquer tensor T¸˛ :

TAB = e ¸
A e ˛

B T¸˛

Assim definido, podemos considerar transformações dos vetores-base das tetradas.
Pondo

e —
A −→ ee —

A = S B
A e —

B :

Para preservar as propriedades das tetradas (ortonormalidade) impomos que o tensor
métrico das tetradas ”AB não se altera por esta transformação, isto é,

S C
A ”CDS

D
B = ”AB:

Reconhecemos assim, que as transformações das tetradas constituem uma rotação de
Lorentz. Dessa forma, temos dois tipos de transformações possíveis:

i) Rotação local de Lorentz que atua nos índices de tetradas (A;B; C; ::);

ii)Transformações arbitrárias de coordenadas que atuam nos indices de coordenadas
(¸; ˛; —; :::).
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Pequena coletânea de resultados básicos da Cosmologia de Friedmann

O modelo cosmológico de Friedmann pode ser descrito a partir de quatro hipóteses:

• A gravitação é descrita pela teoria da Relatividade Geral com ou sem constante
cosmológica;

• Existe um tempo global que permite descrever a geometria do universo em um
sistema gaussiano único;

• O universo possui uma geometria espacialmente homogênea e isotrópica;
• A fonte da geometria consiste em um fluido perfeito.

O elemento infinitesimal de comprimento da geometria de Friedmann é dado por

ds2 = dt2 − A2(t)
h
dffl2 + ff2(ffl)

“
d„2 + sin2 „dffi2

”i

Este modelo representa um universo gerado por um fluido perfeito isotrópico, expan-
sionista e irrotacional. Estas propriedades podem ser demonstradas diretamente.
Consideremos um observador gaussiano, que se co-move com o fluido, isto é, tal que
no sistema de coordenadas (t; ffl; „; ffi) seu vetor velocidade tenha componentes

v— = ‹—0:

Da forma da geometria segue que a evolução deste campo de velocidades é dada por

v—; � =
„

3
h—�

onde o tensor h—� é o projetor no 3-espaço perpendicular a v—; dado por

h—� = g—� − v— v�;

e o parâmetro de expansão „ é a divergência da velocidade:

„ ≡ v—;—:
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Espaços de Einstein, Maxwell e Born-Infeld

É possivel em certas situações, através do exame da estrutura geométrica do espaço-
tempo especificar a origem material/energética da fonte que gerou a curvatura. Isso
pode ser feito em teorias do tipo da Relatividade Geral onde existe uma estrutura
algébrica entre o tensor de energia-momento e a curvatura. Alguns autores foram até
mesmo ao exagero de considerar um tal procedimento como uma forma de unificação,
como por exemplo no chamado programa unificado de Rainich-Wheeler. Um tal
programa consistiria em mostrar que, pelo menos no caso da teoria linear de Maxwell
seria possivel, ao obtermos informação sobre o tensor de Ricci (propriedade algébricas
e diferenciais) responder a pergunta: a fonte desta curvatura é um campo de Maxwell?

Infelizmente, esta estrutura não é univoca e consequentemente um tal programa é muito
limitado e certamente não merece ser considerado uma unificação. Entretanto, algumas
propriedades algébricas do tensor de Ricci permitem singularizar certas formas de
distribuição de T—�: Vejamos alguns exemplos.

Espaço de Einstein

Chama-se espaço de Einstein a geometria riemanniana onde o tensor de Ricci R—�
satisfaz a condição:

R—� = ΛE g—�

onde

ΛE =
R

4
:

Espaço de Maxwell

Chama-se de espaço de Maxwell aquele onde o tensor de Ricci satisfaz a condição:

R—
›R›� = ΛM g—�
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onde

ΛM =
R¸˛ R

¸˛

4

Espaço de Born-Infeld

Vamos chamar de espaços de Born-Infeld uma variedade diferenciável MB de dimen-
são quatro dotada de uma geometria riemanniana g—� e um campo eletromagético
articulados pela equações da Relatividade Geral e pela dinâmica de Born-Infeld (sem o
termo constante), isto é, de Lagrangiana dada por

L = − b2
√
U

onde
U ≡ 1 +

F

2 b2

Neste caso, o tensor de enegia-momentum se escreve

T—� =
1√
U

 
F—

¸ F¸� + (
F

2
+ b2) g—�

!
:

Note que como não introduzimos o termo constante na Lagrangiana,aparece uma
constante cosmológica no limite assintótico quando o campo for para zero.

O traço é dado por

T =
1√
U

(F + 4 b2)

Daí
T—� −

1

2
T g—� =

1√
U

“
F—

¸ F¸� − b2 g—�
”
:

Usando esses resultados nas equações da Relatividade Geral tem-se:

R—� = − 1√
U

“
F—

¸ F¸� − b2 g—�
”
:

Definimos espaço de Born-Infeld aquele onde o tensor de Ricci satisfaz a condição:

R—
›
„
R›� −

1

2
R g›�

«
= ΛBI g—�

onde
ΛBI =

1

4

„
R¸˛ R

¸˛ − 1

2
R2
«
:
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Espaço de Weyl integrável (WIST)

A não-metricidade do espaço de Weyl é definida pela relação

g—� ;– = f– g—�:

Isso significa que em um transporte paralelo de uma régua de comprimento l ela muda
seu valor pela quantidade

‹ l = l fa ‹x
a:

Segue então que a conexão que permite obter derivada covariante tem a forma

Γ¸—� = Γ̂¸—� −
1

2

“
‹¸— f� + ‹¸� f— − g—� f ¸

”
;

onde Γ̂¸—� é a conexão de Riemann associada. O Wist é o caso especial em que o
vetor f— é um gradiente. Essa propriedade garante então que o comprimento não muda
em um caminho fechado:

I
‹l = 0:

Geometria de Cartan

Consideremos um espaço-tempo possuindo um tensor métrico do tipo Minkowskiano
g—� e ademais possuindo uma conexão afim Γ¸—� que define uma derivada covariante.
Essa estructura será chamada espaço de Cartan. Para um vetor arbitrário W — essa
derivada se escreve como:

W —
;� ≡ W —

;� + Γ—�¸W
¸:

O tensor de torção fi¸—� é dado por

fi¸—� ≡
1

2

“
Γ¸—� − Γ¸�—

”
:
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Podemos decompor o tensor de torção em suas componentes irredutiveis como segue:

fi¸—� = L¸—� +
1

3

“
‹¸— fi� − ‹¸� fi—

”
− 1

3
”—�

¸– fi∗–

A quantidade fi— = fi¸¸— é o traço e fi∗— = fi¸∗¸— o pseudo-traço. Note que a condição
de metricidade é satisfeita, isto é

g—�;¸ = 0:

Em um espaço plano de Minkowski define-se as matrizes constantes ‚m¸ de uma álgebra
de Clifford pela relação

‚m¸ ‚
m
˛ + ‚m˛ ‚

m
¸ = 2 ”¸˛ I

onde I representa a identidade (no caso, representado por uma matriz 4X4).

Correspondentemente, em um espaço curvo define-se matrizes dependentes de ponto
no espaço-tempo ‚¸(x)

‚¸ ‚˛ + ‚˛ ‚¸ = 2 g¸˛ I

Mostre que podemos escrever

‚¸(x) = eA¸(x) ‚mA

onde eA¸(x) constitue uma base de tetradas, isto é, quatro vetores (3 do tipo espaço e
um do tipo tempo) que determina uma base completa para vetores arbitrários. Podemos
escrever

eA¸(x) eB˛ (x) ”AB = g¸˛(x):



28 Capítulo 2. Notação, convenção, etc

onde os indices latinos (A;B; C; ::) referem-se ao grupo de simetria de Lorentz e os
indices gregos (¸; ˛; ›; ::) ao grupo de transformações de coordenadas geral. Mostre
então que no indice latino, eA¸ é um vetor de Lorentz e no indice grego é um vetor na
variedade arbitrária riemanniana.

Um spinor Ψa é definido como uma dada representação (spinorial) do grupo de Lorentz
representado por um conjunto de quatro números sob forma de uma coluna. A equação
de Dirac é invariante pela transformação

Ψ̃a = Sab Ψb

onde a matriz S é constante. Ao fazermos a generalização para transformações
dependentes de posição é necessário generalizar a noção de derivada (por que?).
Define-se então a derivada covariante sob a forma

∇— Ψ = @— Ψ− Γ— Ψ

onde a conexão de Fock-Ivanenko é dada pela forma

Γ¸ = − 1

8

“
‚— ‚— ;¸ − ‚— ;¸ ‚— − Γ%¸— (‚— ‚% − ‚% ‚—)

”
Como deve se transformar Γ— para que essa derivada covariante do spinor seja um
verdadeiro vetor (no indice —) ?

Note que esse exercicio acima se resolve de modo análogo ao que ocorre na noção de
derivada covariante de um vetor qualquer

v¸;— = v¸;— + Γ¸—� v
�

onde se mostra que a lei de transformação da conexão Γ¸—� deve ser tal que v¸;— seja
um verdadeiro tensor.
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Em uma métrica riemanniana constroi-se as componentes da álgebra de Clifford dada
por

‚¸ ‚˛ + ‚˛ ‚¸ = 2 g¸˛ I

Para que essa geometria seja riemanniana a derivada covariante da métrica deve
ser nula. Consequentemente, costuma-se impor para a derivada covariante das ‚¸ a
condição

∇— ‚¸ = 0:

Mostre que essa condição é suficiente, mas não é necessária. Com efeito, considere a
expressão

∇— ‚¸ = [U—; ‚¸]:

Mostre que se U— é um elemento da álgebra de Clifford segue imediatamente [11] que
vale a condição de metricidade (∇¸g—� = 0):

Modelos análogos

Modelos análogos constituem configurações de diferentes formas fisicas que são
descritos através de alterações da geometria. Exemplos disso foram examinados
em questões de ótica, acustica, configurações de campos escalares, vetoriais. Uma
revisão deste tema pode ser encontrado em vários textos, como em [12], [13]. Em
particular tem sido examinadas geometrias efetivas que imitam configurações tipicas
das descritas pela relatividade geral em sua interpretação de fenômenos gravitacionais.
Vários problemas aqui tratados consideram esses modelos análogos gravitacionais.





3 NUMEROLOGIA: ANÁLISE DIMENSI-
ONAL

Definimos GN = constante de Newton da gravitação; gF = constante de Fermi da
interação fraca.

[GN ] = L3M−1 T−2

[gF ] = L5M T−2

[h] = ET = M L2 T−1

[e] = M1=2 L3=2 T−1

[entropia(S)] = ML2T−2„−1

[„] = temperatura

[kB] = E „−1

[campo eletromagnetico] = M1=2 L− 3=2

Comprimento de Yukawa — associado a uma massa m :

— =
~
mc

• Constante de estrutura fina eletromagnética

¸E =
e2

~c
≈ 1

137
;
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• Constante de estrutura fina gravitacional

¸G =
GNM

2
proton

~c
≈ 5:9× 10−39;

• Constante de estrutura fina para interação fraca

¸F =
g!m

2
ec

~3
≈ 3:05× 10−12:

• Constante de Newton

GN = 6; 67× 10−8 cm
3

g sec

• Constante de Planck reduzida (~ = h=2ı) :

~ ≈ 6:6:1022MeV
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N − 1

Sabendo que a temperatura e a entropia de um buraco negro depende somente de
sua massa e de constantes universais qual a expressão dessa temperatura e dessa
entropia?

N − 2

Construa um número adimensional com as constantes: e(carga do eletron), GN ; me ; mp:

Mostre que esse número é aproximadamente a razão entre o tempo atômico (Ta =

e2=me c
3) e o inverso da constante de Hubble.

N − 3

Construa uma quantidade com dimensão de massa, comprimento e tempo usando
somente as constantes GN , ~ et c .
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N − 4

Considere o sistema de unidades onde

c = velocidade da luz = 1

~ = cte de Planck reduzida = 1

Como ficam, nesse sistema, a dimensionalidade das constantes de Newton GN ; do
eletromagnetismo e e de Fermi gF ? Mostre que nesse sistema de unidades a constante
de Fermi da interação fraca é a raiz quadrada da constante de Newton (Struckelberg,
1970 comunicação pessoal).

N − 5

Considere uma partícula de massa m no interior de uma esfera (a ser identificada com
o universo) de massa MU e raio RU . Para que ela seja criada/destruída uma quantidade
de energia ∆E deve aparecer sob forma de energia potencial gravitacional. Obtenha
assim um valor aproximado da constante de Newton gravitacional.

N − 6

A teoria quântica dos campos (TQC) sugere identificar a constante cosmológica à
densidade de energia do vácuo P l : Assim, seu valor "natural"seria dado por

P l ≈ M4
P l

c5

~3
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onde MP l é massa de Planck. Em [14] sugeriu-se associar a constante cosmológica
Λ como uma quantidade independente e fundamental desse universo à massa do
graviton que, como qualquer particula material no mundo quântico (ver comprimento
de Yukawa) seria dada por

mΛ =
~
q
|Λ|
c

:

No entanto, o graviton (se existir) não é uma dessas outras inúmeras particulas que
conhecemos no mundo quântico: ele é especial. Isso se deve à sua intrinseca relação
com a estrutura métrica do espaço-tempo. Desse modo, usando a interação gravitacio-
nal através da constante de Newton, é possivel construir uma outra quantidade com
dimensão de massa com Λ ou seja

MΛ =
c2

GN
q
|Λ|
:

Você consegue imaginar um significado associado a esses dois valores da massa?
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SOLUÇÕES

N − 1

kB Θ =
~ c3

GNM

S =
kB GNM

2

~ c

N − 2

e2

GN me mp

N − 3

MP l =

 
c ~
GN

!1=2

≈ 10−5g ;

LP l =

 
GN ~
c3

!1=2

≈ 10−33cm;
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TP l =

 
GN~
c5

!1=2

≈ 10−43seg:

N − 4

Com efeito, todas as quantidades físicas são escritas em unidades de L (comprimento)
como por exemplo

[GN ] = L2

[g!] = L2

Nesse sistema de unidades a constante de Newton e a de Fermi da interação fraca
possuem a mesma dimensionalidade. Isso não ocorre com a constante de interação
eletromagnética (E. Stuckelberg, 1970).

No sistema em questão tem-se:

GN ≈ 10−66 L2;

gF ≈ 10−33 L2:

N − 5

Temos [15].
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mc2 =
GMUm

RU
ou seja

1

G
≈ MU

RUc2

usando valores
MU

RUc2
=

1056

1028 · 1021
≈ 107:

Compare com o valor da constante de Newton

1

GN
≈ 1

6; 7× 10−8
≈ 107 :

N − 7

Escreva MΛ da seguinte forma equivalente

MΛ =
Λ c4

GN

1q
|Λ|3

1

c2
:

Sob essa forma pode-se distinguir três termos distintos:

• A densidade de energia gravitacional gerada por Λ;

• O segundo termo |Λ|− 3
2 é associado ao volume do universo restrito a seu horizonte

H2
0 ≈ |Λ|−1;

• O terceiro termo converte a energia total em uma massa.

Assim, pode-se interpretar MΛ como a massa total de todos os gravitons no interior do
universo observável e escrevemos

MΛ = Ng mΛ;

onde Ng se interpreta como o número total de gravitons no interior do horizonte
observável.
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Dai segue que

P l
Λ

≈ c7

~G2
N

GN
c4 |Λ| :

Igualmente obtemos da razão das duas massas

Ng =
c3

~GN |Λ|
:

Consequentemente o argumento convencional da distinção fantasticamente grande
entre P l e Λ em geral associado ao numero

P l
Λ

≈ Ng ≈ 10120

tem, nessa argumentação uma origem comum com uma eventual quantidade Ng de
supostos gravitons no universo. Note que esssa argumentação não requer explicitar a
teoria da gravitação.





4 RELAÇÕES ESPECIAIS

RE − 1

Mostre as seguintes relações

W¸˛—�W
¸˛—� = R¸˛—� R¸˛—� − 2R—� R—� +

1

3
R2;

W ∗¸˛—�W
¸˛—� = R∗¸˛—� R

¸˛—� ;

R∗¸˛
∗
—� R

¸˛—� = −W¸˛—�W
¸˛—� + 2R—� R

—� − 2

3
R2:

ou seja,

R—�¸˛ R∗—�
∗
¸˛ = −R¸˛—� R¸˛—� + 4R—� R

—� − R2:

RE − 2
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Mostre que para o tensor de Weyl vale a relação

W ∗¸˛—� = W¸˛
∗
—�:

Em que condições essa simetria vale também para o tensor de curvatura? Isto
é, em quais tipos de geometrias vale a relação

R∗¸˛—� = R¸˛
∗
—�

RE − 3

Mostre que I ≡ F —� F ∗—� é um invariante topologico construído com o campo de
Maxwell.

RE − 4

A partir das duas identidades

∗F —¸ ∗F¸� − F —¸F¸� =
1

2
F‹—�

∗
F —¸ F¸� = −1

4
G‹—�;

mostre que podemos escrever as seguintes relações

F —¸F
¸
˛F

˛
� = −G

4
∗F —� −

F

2
F —�
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F —¸F
¸
˛F

˛
–F

–
� =

G2

16
‹—� −

F

2
F —¸F

¸
�:

RE − 5

Mostre que

”¸˛—�”¸"– = −‹˛—�"–

”¸˛—�”—�ff = −2‹ff"–

”¸ff—�”
˛ff—� = −6‹˛¸

RE − 6

Defina

g¸˛—� ≡ g¸—g˛� − g¸�g˛—

Daí seguem as propriedades

g¸˛—� = −g¸˛�— = −g˛¸—� = g—�¸˛
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Mostre que

”∗¸˛—� = −g¸˛—�:

RE − 7

Mostre que a identidade de Bianchi pode ser escrita sob a forma

R¸˛—
�

;� = R—¸;˛ − R—˛;¸:

RE − 8

Mostre que P e ffl definidos abaixo são invariantes topológicos:

P =
Z √

g R¸˛—� R∗¸˛—�d
4x

ffl =
Z √

g R—�¸˛ R∗—�
∗
¸˛d

4x
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RE − 9

Tensores elétrico e magnético

O tensor de Weyl W¸˛—� que possui 10 graus de liberdade (por que?) pode ser
decomposto [16] em suas partes elétrica (E—�) e magnética (H—�) definidas por
um observador de velocidade v— pelas relações

E—� = W¸—˛� v
¸ v˛

H—� = W ∗¸—˛� v
¸ v˛:

Os tensores E—� e H—� possuem, cada um, somente 5 graus de liberdade. Mostre
isso.

RE − 10

Escreva o tensor de Weyl em termos de suas partes elétrica e magnética.

RE − 11

Mostre que valem as relações:
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W —�¸˛W—�¸˛ = 8 (E¸˛ E
¸˛ −H¸˛ H¸˛)

W —�¸˛W ∗—�¸˛ = 16E¸˛ H
¸˛

W¸˛—�W—�%ffW
%ff
¸˛ = 16

“
−E¸% E%˛ E˛¸ + 3H¸%H

%˛ E˛
¸
”

∗W¸˛—�W—�%ffW
%ff
¸˛ = 16

“
H¸%H

%˛ H˛
¸ − 3E¸% E

%˛ H˛
¸
”

RE − 12

Escreva as equações de Maxwell

F —� ;� = J—

∗F —� ;� = 0

em termos das projeções geradas por um observador de velocidade normalizada
v—: Use as definições

E— = F—� v
�

H— = F ∗—� v
�:

Considere as projeções geradas por produtos de cada uma das duas equações
de Maxwell respectivamente por v— e h—� onde h—� = ”—� − v— v � é o projetor no
tri-espaço ortogonal ao campo de velocidades.
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RE − 13

Calcule a velocidade −→v que um observador deve ter para que os vetores
−→
E e
−→
B

sejam paralelos [17]. Mostre que devemos ter

−→v = −→n tanh¸

onde

−→n tanh 2¸ =
2
−→
EX
−→
B

−→
E 2 +

−→
B 2

RE − 14

Equações quase-maxwellianas ou JEK

Mostre que as equações da relatividade geral podem ser escritas de modo equi-
valente usando as identidades de Bianchi sob a forma [18], [19], [20]:

W¸˛—�
;� = −»

2
(T —¸;˛ − T —˛;¸) +

»

12
(g—¸ T ˛ − g—˛ T¸)

onde
T¸ = g¸˛ T;˛

e aqui, como nesse texto, a virgula significa derivada ou seja

T;¸ ≡
@T

@x¸
:
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RE − 15

As equações da relatividade geral e suas flutuações

Em [21] o fisico russo V. L. Ginzburg sugeriu tratar as equações de Einstein
como um modelo microscópico implicando que campos macroscópicos conte-
riam flutuações ‹g—� em torno da métrica média:

g—� =< g—� > +‹g—�:

Devido às flutuações a métrica média satisfaria equações modificadas dadas
por

R—� −
1

2
R g—� = −T—� + Φ—�

O lado esquerdo é construido com< g—� >; o tensor Φ—� depende das flutuações
e Ginzburgo op.cit. supõe que é possivel desenvolver Φ—� como uma série na
geometria média. Aplicando esse modo de tratar a dinâmica gravitacional nas
equações JEK podemos escrever

W¸˛—�
;� = J¸˛— + Q¸˛—

onde

J¸˛— ≡ −»
2

(T —¸;˛ − T —˛;¸) +
»

12
(g—¸ T ˛ − g—˛ T¸)

Considere o caso de um campo fraco, no background de Minkowski, tal que as
flutuações possam se escrever fenomenológicamente como [22] [23]

Q¸˛— = q (v¸ E˛— − v˛ E¸—)

Tem-se então

W¸˛—�
;� = q

“
v¸ E˛— − v˛ E¸—

”
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Note a semelhança, no eletromagnetismo de Maxwell, dessa corrente

J¸˛— = v¸ E˛— − v˛ E¸—

com uma corrente em um meio condutor

F —� ;� = ff F —� v�

na qual a corrente eletromagnética tem a forma

J— = ff E—:

Escreva as equações JEK de um campo fraco, no background de Minkowski,
projetadas para o observador v— = ‹—0 obtendo a equação de uma onda gravitaci-
onal se propagando na geometria de Minkowski em um estado de tensão gerado
pela corrente gravitacional acima.

RE − 16

Obtenha a equação de evolução da expansão, do shear e da vorticidade a partir
da definição do tensor de curvatura

v¸;˛;‚ − v¸;‚;˛ = R¸"˛‚v
"

Considere as projeções ao longo do campo de velocidades e no espaço ortogo-
nal usando o projetor h—�:

RE − 17
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Considere a geometria dada por

ds2 = dt2 − a2(t)
“
dffl2 + ff2(ffl)[d„2 + sin2 „ d’2]

”
Calcule as funções a(t) e ff(ffl) para que essa geometria não tenha curvatura.

RE − 18

Calcule o tensor de energia do campo eletromagnético se sua lagrangiana é
dada por

L = L(F )

onde F = F—� F
—�

RE − 19

Em outro exercicio mostramos que a ação construida com o invariante

G = F ∗—� F
—�
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dada por

Z √
−g G

é um invariante topológico. Qual a expressão de seu tensor de energia?

RE − 20

Mostre que o tensor de Weyl satisfaz as identidades [16]

W¸˛—
�W¸˛—

fi = A ‹�fi

W¸˛—
� ∗W¸˛—

fi = B ‹�fi
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SOLUÇÕES

RE − 2

Da definição de dual

W ∗¸˛—� =
1

2
”¸˛‚‹W

‚‹
—�

Tomando o dual no outro par

W ∗¸˛
∗
—� =

1

4
”¸˛

"– ”—�
ffW"–ff

Usando a identidade

”¸˛"–”—�ff = −‹¸˛"–—�ff = −

˛̨̨̨
˛̨̨̨
˛̨̨
‹¸— ‹˛— ‹"— ‹–—
‹¸� ‹˛� ‹"— ‹–—
‹¸ ‹˛ ‹" ‹–
‹¸ff ‹ff ‹"ff ‹–ff

encontra-se o resultado acima.

Quanto à condição
R∗¸˛�— = R¸˛

∗
—�

vale para os espaços de Einstein onde

R—� = Λ g—�:

RE − 3
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Usando
F—� = A—;� − A�;—;

segue

Z √
−” F —� F ∗—� d4x = 2

Z √
−” F —� A∗—;�d4x =

= 2
Z √
−”

“
F ∗—� A

—
”
;�
d4x: (4.1)

RE − 9

Das propriedades do tensor de Weyl segue imediatamente

E—� = E�—

E—� v
— = 0

E—� g
—� = 0:

H—� = H�—

H—� v
— = 0

H—� g
—� = 0:
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RE − 10

W —�
¸˛ = E¸˛

—� + N¸˛
—� −H¸˛—�

onde

E¸˛
—� ≡ 2 v¸ E˛

— v � − 2 v˛ E¸
— v � − 2 v¸ E˛

� v— + 2 v˛ E¸
� v—

N¸˛
—� ≡ ‹—¸ E�˛ − ‹

—
˛ E

�
¸ − ‹�¸ E

—
˛ + ‹�˛ E

—
¸

H¸˛
—� ≡ ”¸˛–ff (v– v � Hff— − v– v—Hff�) + ”—�–ff(v– v˛ Hff¸ − v– v¸Hff˛)

RE − 12

E¸;¸ + E¸ v̇¸ + 2!—H— = −  (4.2)

onde

 ≡ J— v—

Para um observador geodésico e irrotacional, encontramos o resultado conven-
cional

div ~E = − 
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Segunda Projeção

F—
�

; � h
—– = J—h

—–

Desenvolvendo o lado esquerdo (LE):

LE = −(v¸ E
˛);˛ h

¸– + (v˛ E¸);˛ h
¸– +

“
”—�¸˛ v—H�

”
;˛
h¸–

−
„
ff–˛ +

1

3
Θ h–˛ + !–˛

«
E˛ + ΘE– + Ė¸h

–˛ + ”¸˛—� v—H� ;˛ h¸
–

+ ”¸˛—� !—˛ H� h¸
– + ”¸˛—� v˛v̇—H� h¸

–

Usando

”¸˛—� !—˛ H� = − 2!¸H¸ v
–

segue

Ė¸h
–˛−

„
ff–˛ − 2

3
Θ h–˛ + !–˛

«
E˛ +”–˛—� v—H� ;˛ +”–˛—� v˛v̇—H� = J—h

—– (4.3)

De um modo equivalente obtemos o outro par de equações:

H¸
;¸ +H¸ v̇¸ − 2!—E— = 0: (4.4)

Ḣ¸h
–˛ +

„
ff–˛ − 2

3
Θ h–˛ + !–˛

«
H˛ − ”–˛—� v— E� ;˛ − ”–˛—� v˛v̇— E� = 0: (4.5)
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RE − 14

Impondo que a métrica satisfaça as equações da relatividade geral sobre uma
hipersuperficie Σ mostre que essas equações são propagadas para além de Σ;

para toda a variedade pela condição de Bianchi mostrando que as equações de
Einstein passam a ser válidas em todo dominio do espaço-tempo [18].

RE − 15

Um cálculo direto dará:

E ij;i = 0:

Hi
j;i = 0:

Ḣi j +
1

2
E im;l ›

jml +
1

2
E jm;l ›

iml = 0

Ė i j − 1

2
Hi
m;l ›

jml +
1

2
Hj
m;l ›

iml = −q E i j :

Re-arranjando essas equações tem-se a equação de propagação da onda gravi-
tacional dada por

Ëkl −∇2Ekl = −q Ėkl :
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RE − 16

Veja em [6]

RE − 17

Trata-se da geometria de Milne, escrita em um sistema de coordenadas do tipo
universo de Friedmann:

ds2 = dt2 − t2
“
dffl2 + sinh2(ffl)[d„2 + sin2 „ d’2]

”

RE − 18

T—� = − 4LF F—
¸ F¸� − L g—�
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RE − 19

Usando
‹ G =

1

2
G g—� ‹g

—�

segue que a expressão do tensor de energia definido como

T—� =
2√
−g

‹
√
−g G
‹g—�

se anula para essa Lagrangiana. Como era de se esperar (por que?).



5 GEOMETRIAS ESPECIAIS

GE − 1

Escreva, no sistema de coordenadas gaussiano, a métrica de Schwarzschild
dada no sistema de coordenadas esférico como

ds2 = (1− rH
r

) dt2 − (1− rH
r

)−1 dr 2 − r 2 dΩ2:

GE − 2

Mostre que na geometria de Scharzschild

~" = "¸
@

@x¸
com "¸ = (1; 0; 0; 0)

é um vetor de Killing.
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GE − 3

Inversão de massa ou Mirror Universe

Considere a métrica

ds2 =
1

z + 1
dt2 − n2 z + 1

z4
dz2 − n2 (z + 1)2

z2
(d„2 + sin2„ d’2))

• Mostre que no dominio de z entre (−∞;∞) ela satisfaz a equação da rela-
tividade geral sem matéria R—� = 0: Essa geometria tem somente um único
ponto singular. Onde?

• Essa geometria é estática e esfericamente simétrica. Ela deve ser então
equivalente à métrica de Schwarzschild. Qual a transformação de coorde-
nadas que a leva para a forma convencional de Schwarzschild no sistema
(t; r; „; ’)?

• Essa geometria é invariante pela transformação

n→ − n:

Mostre que essa simetria equivale a uma inversão de massa.

GE − 4

Considere as métricas da forma

ds2 = dt2 + 2 h(r) dt d’− dr 2 − dz2 + g(r) d’2

Calcule as funções h(r) e g(r) para que essa métrica seja plana, isto é, se identi-
fique com a geometria de Minkowski.
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GE − 5

Em 1949 Kurt Godel mostrou que uma solução das equações da relatividade
geral possuindo constante cosmológica e tendo um fluido perfeito sem pressão
como fonte é dada pela forma da métrica anterior onde as funções h e g são
dadas por por

h(r) =
√

2 (sinh r)2

∆ = sinh r cosh r

onde ∆ ≡
√
h2 − g:

Mostre esse resultado.

GE − 6

A métrica de Godel pode ser posta na forma

ds2 = a2
“

[dt + h(r) d’]2 − dr 2 − dz2 − g 2(r) d’2
”

com

g = sinh2 r (sinh2 r − 1)
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h =
√

2 sinh2 r

onde a2 = 4=!2 e ! é a rotação. Considere as geodésicas v— = (ṫ ; ṙ ; ’̇; ż) onde
o ponto significa derivada com respeito ao parâmetro s ao longo da curva. Cal-
cule as integrais primeiras da equação da geodésica. Mostre que uma solução
particular é dada por v— = (1; 0; 0; 0):

GE − 7

No exercicio anterior, escrevendo a equação da geodésica sob a forma

ṙ 2 = A2
0 − V (r)

para a variável r; obtenha a forma do potencial e analise o comportamento equi-
valente de uma particula submetida a uma força descrita por esse potencial.

GE − 8

Mostre que o potencial V produz um confinamento para todas as trajetórias den-
tro do cilindro definido por r ≤ rc onde sinh rc = 1:
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GE − 9

Construa um sistema gaussiano de coordenadas para a métrica de Godel de tal
modo esse sistema gaussiano valha a partir de um ponto arbitrário O: Escreva a
forma completa da métrica nesse sistema gaussiano sob a forma

ds2 = dS2 − a2 (—2 − 1) dffl2 + a2R(S; ffl) d”2 + 2 h a2 dffl d” − a2 dz2

Por que ele não vale sobre toda a variedade?

GE − 10

Mostre que o parâmetro — do exercicio anterior que caracteriza o sistema gaus-
siano pode ser interpretado como o ângulo entre o fluxo de matéria que gera a
geometria de Godel e a geodésica que usamos para definir o tempo gaussiano.
A velocidade da matéria que gera a métrica de Godel tem a forma

v— =
1

a
‹—0

que, no sistema de coordenadas gaussiano que construimos no exercicio ante-
rior toma a forma

ṽ— = (—;
1

a
; 0; 0):
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GE − 11

Chama-se universo de Milne uma parte da geometria de Minkowski descrita pelo
elemento de linha dado pela forma

ds2 = dt2 − t2
“
dffl2 + sinh2 ffl (d„2 + sin2 „ d’2)

”
:

Considere o observador comovente

v— = ‹—0

cujo fator de expansão correspondente é dado por

Θm =
1

t

que diverge para t = 0: Em seguida, calcule o fator de expansão da congruência
gerada pelos observadores gaussianos q¸ do exercicio anterior, isto é, Θ = q¸;¸:

Compare a situação desses caminhantes q¸ com os observadores de Milne.
Para o observador de Milne a expansão Θ diverge no tempo t = 0 mostrando
a limitação da geometria de Minkowski descrita por esses observadores. Verifi-
que que uma limitação semelhante ocorre para os observadores gaussianos de
Godel.

GE − 12
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Mostre que na métrica de Godel, uma particula que se movimenta sobre uma
curva do tipo-tempo fechada, por exemplo, de velocidade dada por

e— =

0@0; 0;
1

a sinh r
q

sinh2 r − 1
; 0)

1A
não pode ser uma geodésica.

Surge a questão: como produzir tal aceleração? Mostre que uma particula carre-
gada pode seguir esse caminho CTC (fechado no espaço-tempo) sob a ação de
um campo magnético fraco (para podermos deprezar seu efeito sobre a métrica
de Godel) cuja única componente seja

F 12 = H:

Mostre que as equações de Maxwel impõem

H = H0= sinh 2r ;

induzindo a aceleração. Qual o valor de H0?

Comentário extra: Vimos nesses exercicios sobre a métrica de Godel a existên-
cia de confinamento associado à limitação de um sistema gaussiano. Poder-se-
ia ir além dessa prisão por efeito quântico? Um problema semelhante foi colo-
cado envolvendo a existência de um horizonte na geometria de Schwarzschild e
sua possivel solução na segunda quantização no background de Schwarzschild.
Aqui, podemos pensar o problema já na primeira quantização da seguinte forma
[24].

Considerando a equação da evolução da variável r na construção do sistema
gaussiano, obtivemos a expressão de uma particula em um dado potencial V (r):

Fazendo a transformação da expressão

P 2
r +D2

0 + A2
0(1− 2

cosh2 r
) = 0
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segundo a prescrição da primeira quantização, isto é,

Pr → −i (
d

dr
+

1

r
)

obtenha a equação de Schrodinger

 
d2

dr 2
+

2

r

d

dr
−D2

0 +
2A2

0

cosh2 r

!
Ψ = A2

0 Ψ

mostre que o comportamento dinâmico de uma particula na geometria de Godel
reduz-se, via equação de Schrodinger ao problema de uma particula no potencial
nuclear Posch-Teller. Com efeito, pondo

Ψ =
1

r
u(r)

temos

| d
2

dr 2
+ k2 +

– (–− 1)

cosh2 r
| u(r) = 0

onde usamos
– (–− 1) = 2A2

0

k2 = −(D2
0 + A2

0):

GE − 13

Tensor de Lanczos

Chamamos tensor de Lanczos [25] o tensor de 3 índices L¸˛— tal que

L¸˛— + L˛¸— = 0
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L¸˛— + L˛—¸ + L—¸˛ = 0

ou, equivalentemente
L∗¸˛

˛ = 0:

Este tensor de Lanczos é um potencial para o tensor de Weyl W¸˛—� que pode
ser escrito sob a forma

W¸˛—� = L¸˛[—;�] + L—�[¸˛] +M¸˛—� + N g¸˛—�

onde
M¸˛—� ≡

1

2

n
L(¸�)g˛— + L(¸˛) − L(¸—)g˛� − L(˛—)g¸˛

o
N =

2

3
Lff–ff;–

L¸˛ ≡ L ff
¸ —;ff − L ff

¸ ff;—

Sabemos que W¸˛—� tem 10 componentes independentes. Quantas componen-
tes independentes possui o tensor de Lanczos L¸—�?

GE − 14

Mostre que no caso de campo fraco isto é,

g—� ≈ ”—� + " h—�

com "2 << "

o tensor de Lanczos é dado por

L¸˛— =
1

4

»
h¸—;˛ − h˛—;¸ +

1

6
h;¸”—˛ −

1

6
h;˛”—¸

–
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Comentário adicional

Considere a forma

g—� ≈ ”—� + a h—� + b h—¸ h
¸�

cuja inversa é dada por

g—� ≈ ”—� + p h—� + n h—¸ h
¸�

Impondo a condição

g—� g
�– = ‹—–

segue que os parâmetros da métrica devem satisfazer as condições

p + a = 0:

n + b − a2 = 0:

Uma possibilidade seria escolher b = 0; a = 1 e n = 1: Outra possibilidade (mais
simétrica) seria escolher a = 1; p = − 1 e b = n = 1=2:

GE − 15

Mostre o seguinte Lema:
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Se em uma geometria riemanniana existe um campos de observadores v— que
não tem shear e irrotacional, então a parte magnética do tensor de Weyl se anula
(para esses observadores).

GE − 16

Mostre o seguinte Lema:

Se em uma geometria riemanniana existe um campo de observadores v— sem
shear e irrotacional então o potencial de Lanczos associado pode ser escrito
como

L¸˛— = (a¸ v˛ − a˛ v¸) v—

onde a¸ é a aceleração.

GE − 17

Mostre o seguinte Lema:
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Se em uma variedade riemanniana existe um campo de observadores geodési-
cos v— irrotacional e tal que

ff—
� ff¸� −

1

3
ff2 h—� −

1

3
„ ff—� = 0

ou
H—� = 0 e fḟ—� + „ff—� = 0

então o potencial de Lanczos é dado, respectivamente, por

L¸˛— = ff—¸ v˛ − ff—˛ v¸

ou, no segundo caso,

L¸˛— =
1

3
(ff—¸ v˛ − ff˛— v¸)

GE − 18

Mostre o seguinte Lema:

Se em uma geometria riemanniana existe uma congruência de geodésicas v—,
sem shear e sem expansão (ff—� = 0, Θ = 0) e tal que seu vetor vorticidade seja
constante, isto é,

!—;� = 0

então o potencial de Lanczos é dado por

L¸˛— =
2

9

»
!¸˛ v— +

1

2
!¸— v˛ −

1

2
!˛— v¸

–

Como um exemplo deste exercício considere a métrica de Gödel em coordena-
das euclideanas:

ds2 = dt2 − dx2 + 2ea x dt dy +
1

2
e2a x dy 2 − dz2
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Considere o campo de velocidades dado por v— = ‹—0 . Calcule sua vorticidade e
a partir dela o potencial de Lanczos.

GE − 19

Considere o problema de auto-valor

(Γ¸˛ − – g¸˛) Z˛ = 0

onde Γ¸˛ é construido com os tensores elétrico e magnético a partir do tensor
de Weyl:

Γ¸˛ ≡ E¸˛ + i H¸˛

É possivel a partir da análise dos auto-vetores associados aos correspondentes
auto-valores empreender uma classificação do campo gravitacional [26]. Essa
classificação é de natureza algébrica e puramente local. As questões que se-
guem servem para examinar a evolução, em certos casos, dessa classificação
[27].

1. Mostre que para uma classe de observadores Υ de velocidade v— que não
possuem shear, se dois auto-valores de E¸˛ coincidem em um dado ponto de Υ

então eles coincidem ao longo de Υ:

2. Se um auto-vetor L¸ de E¸˛ é um vetor de Killing então a variação da densi-
dade de matéria % ao longo de L¸ mede a variação do correspondente auto-valor
ao longo de L¸:
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Monopolos elétrico e magnético

A equação de uma particula carregada de carga e e massa m; chamada mono-
polo elétrico, se escreve

d2x—

ds2
=
e

m
F —�

dx�
ds

isto é,
d2x—

ds2
=
e

m
E—:

Dirac sugeriu, por analogia, definir um monopolo magnético pela equação

d2z—
ds2

=
g

m
F ∗—�

dz�

ds

isto é,
d2z—

ds2
=
g

m
H—:

Na teoria da gravitação um corpo-teste segue curva geodésica em uma dada
métrica. A analogia formal da equação de movimento de uma particula em um
campo gravitacional e um campo elétrico pode ser compreendida em termos
do desvio geodético, isto é, a equação de evolução da separação entre duas
geodésicas vizinhas. Com efeito, em uma congruência de geodésicas, Γ(s); a
conexão entre duas curvas vizinhas dada pelo vetor (de conexão) ”— satisfaz a
equação

D2

Ds2
”¸ = E¸— ”

—:

Se a curvatura contraida R—� é nula, então E¸— é a parte elétrica do tensor de
Weyl. Que propriedades deve ter uma congruência de curvas aceleradas Γa(s)

para que a conexão entre duas curvas vizinhas ı¸ satisfaça a equação

D2

Ds2
ı¸ = fH¸

— ı
—:

Chamamos monopolo elétrico gravitacional [28] aos primeiros (matéria ordiná-
ria, cuja trajetória é uma geodésica); aos segundos, chamamos monopolo mag-
nético gravitacional por analogia com as definições equivalentes no caso do
campo elétrico. Seja z¸(s) a curva do monopolo magnético gravitacional. Qual
a força gravitacional que atua sobre o monopolo magnético gravitacional ?
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GE − 20

Seja Z¸ um vetor de conexão de duas curvas vizinhas de uma congruência de
curvas aceleradas. Chama-se campo de Jacobi generalizado aquele onde esse
vetor satisfaz a equação

D2

Ds2
Z¸ = N¸

˛ Z
˛:

onde N¸
˛ é uma função polinomial do tensor de curvatura. Qual o comporta-

mento da aceleração em termos de N¸
˛?

GE − 21

Mostre que se o shear e a vorticidade de uma curva de vetor tangente u¸ são nu-
los então uma transformação conforme não altera essa propriedade. Mostre que
uma curva geodésica é transformada, por esse mapa, em uma curva acelerada.



74 Capítulo 5. Geometrias especiais

GE − 22

Considere o tensor de Bel-Robinson definido pela relação [29]

2T¸˛—� ≡ W¸—ffW ˛�
ff +W ∗¸—ffW ∗ff

˛�

Calcule a projeção
U = T¸˛—� v

¸ v˛ v— v �

em termos dos tensores E—� e H—� dados na base do campo de velocidades v—:

GE − 23

Mostre que a métrica de Kasner que se escreve sob a forma:

ds2 = dt2 − a2(t)dx2 − b2(t)dy 2 − c2(t)dz2

com
a(t) = tp1

b(t) = tp2

c(t) = tp3

é solução das equações da relatividade geral no vazio. Essa é uma solução
particularmente curiosa pois representa um universo sem nenhum forma de ma-
téria e energia possuindo uma geometria anisotrópica e singular. Quais são os
valores das constantes p1; p2; p3?
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Estágio do vazio: Lifshitz, Belinski e Khalatnikov mostraram que na vizinhança
da singularidade a matéria tem um papel menos dominante que a curvatura. É o
famoso teorema BKL que encontramos no exercicio a seguir.

Mostre que a presença de matéria como um fluido perfeito é menos importante
que os termos de curvatura nas equações da relatividade geral, quando na vi-
zinhança da singularidade t = 0: Use a lei de conservação para obter a depen-
dência temporal da matéria. Mostre que os termos de matéria que aparecem
nas equações da relatividade geral são uma ordem mais baixa em 1=t do que os
termos mais importantes da geometria ( que são da ordem 1=t2):

GE − 24

Considere a teoria descrita pela lagrangiana [30]

L =
1

»
R − 1

4
F—� F

—� − RW—W
—

onde
F—� = @�W— − @—W�:

Considere a solução dada por

W — = (W (t); 0; 0; 0)

gerando a métrica

ds2 = dt2 − a2(t)dx2 − b2(t)dy 2 − c2(t)dz2

Calcule W; a; b; c que são somente funções do tempo gaussiano.
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Geometr ia de deSitter GE − 25

Considere a métrica espacialmente homogênea e isotrópica de de Sitter que sa-
tisfaz a equação

R—� −
1

2
R g—� + Λ g—� = 0:

Mostre que os seguintes expressões são formas equivalentes dessa métrica e
exiba as transformações de coordenadas correspondentes que levam de uma
forma às outras:

(1) ds2 =
1

cosh2(H r))
(dt2 − dr 2)− tanh2(H r)

H2
[d„2 + sin2 „d’2]

onde H2 ≡ Λ=3:

(2) ds2 = cosh2 rdt2 − dr 2 − (sinh r)2 (d„2 + sin2 „ d’2)

(3) ds2 = dT 2 − cos2 T
“
dffl2 + sinh2 ffl(d„2 + sin2 „ d’2)

”
ou, com

d” =
1

cosT
dT

ds2 = cos2 T [d”2 − dffl2 − sh2ffl(d„2 + sin2 „d’2)]
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(4) ds2 =

 
1− Λ r 2

3

!
dt2 − dr 2

(1− Λ r2

3
)
− r 2 (d„2 + sin2 „ d’2)

(5) ds2 = dfi2 − e2HT
h
dr 2 + r 2 (d„2 + sin2 „ d’2)

i
:

F r iedmon GE − 26

Considere o universo fechado de Friedmann dado por

ds2 = dt2 − a(t)2
“
dffl2 + sin2ffldΩ2

”
onde 0 < ffl < ı: A área da superficie 2-dimensional é dada por

S = a(t)2 sin2ffl:

Essa área cresce até ffl = ı=2 e depois decresce. Quando ffl atinge o valor ı
esse modelo se torna fechado. Zeldovich e Novikov sugeriram a proposta de um
universo semi-fechado. Para realizar essa ideia eles restringiram o dominio da
variável ffl de zero até ı − ‹ onde ‹ é um valor pequeno. Construiram, a seguir,
uma continuação analitica para além desse valor máximo de ffl; em uma métrica
assintoticamente plana. Isso gerou a possibilidade de tratar uma continuação
externa de um universo do tipo Friedmann a partir da qual M. A. Markov cons-
truiu seus "friedmons"[31]. Construa uma tal configuração.

GE − 27

Considere a forma da métrica dada por

g—� = ”—� + h—�:
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Note que essa forma não é uma aproximaçâo mas sim uma forma exata. Escreva
a forma covariante definida pela relação inversa

g—� g�¸ = ‹—¸:

GE − 28

Dada a métrica
g—� = a ”—� + b ffi—�

qual a condição que o tensor ffi—� deve satisfazer para que a inversa g—� seja
também um binômio, isto é,

g—� = A”—� + B ffi—�

onde ffi—� = ”—¸”�˛ffi
¸˛. Calcule A et B.

GE − 29

Considere a geometria estática no sistema de coordenadas (t; r; „; ’) dada por

ds2 = dt2 − dr 2 − ff2(r) dΩ2

onde dΩ2 = d„2 + sin2„ d’2:

Mostre que na relatividade geral, essa geometria é gerada pela distribuição de
energia de um campo escalar Φ que satisfaz a equação de Klein-Gordon
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∇—∇—Φ = 0:

Qual o valor do campo Φ? Qual o valor da função ff(r)? Essa geometria descreve
um universo não homogêneo com uma singularidade. Onde se situa a singulari-
dade?

Note: ff2(r) = r 2 − a2; onde a é uma constante [32].

GE − 30

Calcule os vetores de Killing da métrica de Godel. Use o sistema de coordena-
das gaussiano (incompleto)

GE − 31

Considere a métrica em coordenadas cilindricas na forma

ds2 = dt2 − dr 2 − ‚2 sin2(r=‚) d’2 − dz2:
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Essa geometria satisfaz as equações da relatividade geral com constante cos-
mológica [33] tendo como fonte um fluido gerado por uma densidade %; pressão
isotrópica p e pressão anisotrópica ı—� tal que ı11 = ı22 = −ı33=2: Usando as
condições de junção de Darmois (continuidade da métrica e de sua derivada nor-
mal à superficie de separação Σ dada por r = rb) mostre que a região externa
tem a geometria dada por

ds2 = dt2 − dr 2 − ¸2 r 2 d’2 − dz2:

Mostre que a compatibilidade das duas geometrias requer ¸2 < 1; exibindo o
que se chamou defeito topológico [34].

GE − 32

Considere a geometria dada por [35]

ds2 = A2 dt2 − B2 dr 2 − c2(d„2 + sin2 „ d’2)

onde A;B; C são funções das coordenadas r e t: Calcule as equações essas
três funções devem satisfazer para serem soluções do sistema acoplado das
equações da relatividade geral e do campo do neutrino.

Mostre que a simetria esférica não é compativel com neutrinos tendo helicidade
definida mas é compativel com um fluxo de neutrinos de ambas helicidades.

Sugestão: considere que o campo do neutrino tenha a forma
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 = f („)

0@ ffi

ff1ffi

1A
onde ffi (spinor de duas componentes) é função das coordenadas t; r:

Note

ff1 =

0@ 0 1

1 0

1A

GE − 33

Considere a métrica dada por

ds2 = dt2 + 2Adt dy +
A2

2
dy 2 − dx2 − dz2

onde

A = A0 e
c x („0 t + 1):

Calcule qual a fonte dessa geometria que satisfaz as equações da relatividade
geral. Compare com a métrica de Godel.

GE − 34
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Considere a métrica

ds2 = dt2 − a2
0

“
dffl2 + ff2(ffl)[d„2 + sin2 „ d’2]

”
onde a0 é uma constante. Calcule a função ff(ffl) para que ela seja solução das
equações da relatividade geral modificada por Einstein

R—� −
1

2
R g—� + Λ g—� = −T—�

com
T—� =  ‹0

— ‹
0
� :

Esse foi o primeiro modelo cosmológico (Einstein).

Mostre que essa geometria é instável.

(Note: para mostrar a instabilidade use a lei de conservação da energia e a equa-
ção de evolução da expansão.)

GE − 35

Esse exercicio foi proposto por Ugo Moschella.

Dada uma esfera de equação

(x0)2 + (x1)2 + (x2)2 = 1:

escreva a equação das geodésicas. Obtenha a expressão da curva para uma
dada escolha de condições iniciais. Mostre que as geodésicas são os circulos
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máximos. Usando em seguida a invariância por rotação, obtenha as geodésicas
para condições iniciais genéricas.

2) Repetir o exercicio precedente para a variedade de de Sitter

(x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 − (x4)2 = − 1

e também para o caso anti-de Sitter

(x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 − (x4)2 = 1

para as geodésicas do tipo tempo e nula. Nesses casos, qual o análogo dos
circulos máximos?

3) Tendo em conta o fato de que as geodésicas se obtenham (em qualquer dos
três casos acima) por interseção da variedade com um plano passando no cen-
tro geométrico, determine uma parametrização da geodésica por um método
puramente geométrico.
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SOLUÇÕES

GE − 1

A forma gaussiana se escreve

ds2 = dfi2 − h2(fi; %) d%2 − r 2(fi; %) dΩ2:

Um sistema gaussiano de coordenadas institui uma separação entre espaço e
tempo definido pelas condições [36]

g00 = 1;

g0i = 0:

A escolha do tempo gaussiano é feita a partir da seleção de uma congruência de
curvas geodésicas do tipo tempo. Um modo sistemático de produzir um sistema
gaussiano pode ser feito através do seguinte procedimento:

• Selecione um dado conjunto de geodésicas do tipo tempo;
• Escreva a equação de Hamilton-Jacobi associada à métrica em questão,

isto é

g—� @—S @�S = 1:

• A sua solução se identifica com um tempo gaussiano;
• As demais coordenadas espaciais são obtidas a partir do tempo gaussiano
S(x—; –i) pelas derivadas

x̃ i =
@S

@–i
:

No caso em questão, vamos escolher observadores radiais em queda livre („ =

constante; ’ = constante) isto é,

v— = (ṫ ; ṙ ; 0; 0) =

 
E

1− rH=r
;
q
E2 − 1 + rH=r ; 0; 0

!
:
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Para que essa geodésica (mostre que esse vetor é tangente a uma curva geodé-
sica) tenha, no sistema gaussiano componentes

ṽ— = ‹—0

deve-se usar a transformação

r =
„
−3

2

√
rH (fi + %

«2=3

;

t = fi + rH

 
ln(

√
r +
√
rH√

r −√rH
)− 2

√
r

√
rH

!

Segue a expressão

ds2 = dfi2 − rH
r
d%2 − r 2 dΩ2

onde devemos substituir r pela expressão acima em função de %; fi:

GE − 3

Podemos associar essa métrica à de Schwarzschild fazendo o mapa

r = n
z + 1

z
:

O dominio (−∞ < z < − 1) equivale à região interna (0 < r < n = 2m) e a região
externa (2m < r < ∞) equivale ao dominio (0 < z < ∞) onde se deve fazer a
identificação topológica Z(−∞) ≡ Z(∞):

A região (− 1 < z < 0) que corresponde à região 0 < r < ∞ equivale a uma
solução de Schwarzschild com massa negativa. A invariância da métrica na
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transformação de inversão de massa não é preservada na passagem da variável
z para a variável r:

Note que a singularidade na variável z ocorre para z = −1: No ponto z = 0

que corresponde ao infinito de r não existe singularidade e pode-se continuar
a estender o dominio da variável Z com a interpretação de que se penetra na
região onde o sinal da massa deve ser invertido.

GE − 4

A solução é dada por:

h = h0 = constante

g(r) = h2
0 − !2 r 2:

Comentário adicional: Na métrica de Minkowski é possivel construir um sistema
gaussiano completo que seja válido para toda a variedade. Isso não é possivel
na métrica de Godel. Os próximos exercicios permitirão entender as causas
dessa limitação.
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GE − 6

Segundo [24] [37]temos:

ṫ = A0

 
1− 2 sinh2(r)

cosh2(r)

!
+

√
2B0

cosh2(r)
;

’̇ =

√
2A0

cosh2(r)
− B0

sinh2 r cosh2 r
;

ṙ = A2
0 −D2

0 −
 √

2A0 sinh r

cosh r
− B0

sinh r cosh r

!2

ż = C0:

GE − 7

A solução é dada por

V (r) =

 √
2A0

sinh r

cosh r
− B0

sinh r cosh r

!2

+D2
0:
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GE − 8

Ver em [38]

GE − 9

Seguindo os passos estabelecidos em exercicio anterior, procuramos a equação
associada de Hamilton-Jacobi. Nesse caso

(sinh2 r − 1)

cosh2 r
(
@S

@t
)2− 2

√
2

cosh2 r

@S

@t

@S

@’
+(

@S

@r
)2 +

1

sinh2 r cosh2 r
(
@S

@’
)2 +(

@S

@z
)2 +a2 = 0:

Procurando solução sob a forma

S = –1 t + –2 ’+ –3 z + F (r)

onde os –i são constantes. Mostre que se tem por integração direta

F (r) =

√
P

2
arcsin

0@ (Q− 2P X)q
Q2 − 4P –2

2

1A−–2
2 arcsin

0@ (QX − 2–2
2)

X
q
Q2 − 4P –2

2

1A+

q
Q+ P + –2

2

2
arcsinM

onde

M =
(Q+ 2P )X + Q− 2–2

2

(X + 1)
q
Q2 − 4P –2

2
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X = sinh2(r)

P = –2
1 + –2

3 + a2

Q = 2
√

2–1 –2 + –2
1 − –2

3 − a2:

A partir da definição desse novo tempo S obtem-se o sistema gaussiano. Ver
detalhes em [24], [39]

Para que esse sistema gaussiano valha a partir de um ponto arbitrário O deve-
mos escolher as constantes como sendo A0 = —=a; B0 = C0 = 0 e D0 = 1=a:

Logo,

ds2 = dS2 − a2 (—2 − 1) dffl2 + a2R(S; ffl) d”2 + 2 h a2 dffl d” − a2 dz2

onde a transformação para esse sistema gaussiano é dada por

S = —a t +
a

2

q
—2 + 1 arcsin Ψ +

—a√
2

arcsin ∆

ffl = t +
—

2
√
—2 + 1

arcsin Ψ +
1√
2

arcsin ∆

” = ’− ı

4
+

1

2
arcsin ∆:

e as funções R e h são as que aparecem na métrica de Godel com a substituição
da variável r em termos das novas variáveis, istoé

R(S; ffl) = −1

4

—2 − 1

(—2 + 1)2
(1− sinM) [—2 + 3 + (—2 − 1) sinM]

h(S; ffl) =

√
2

2

—2 − 1

—2 + 1
(1− sinM):
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onde usamos

sinh2 rc =
—2 − 1

—2 + 1

M =
2

a

q
—2 + 1 (S − —affl):

Note que o dominio da validade desse sistema gaussiano é dado por

0 ≤ r ≤ rc :

GE − 10

O campo de velocidades do fluxo de matéria que gera a métrica de Godel tem a
forma

v¸ =
1

a
‹¸0

que, no sistema de coordenadas gaussiano que construimos no exercicio ante-
rior se escreve

ṽ— = (—;
1

a
; 0; 0):

O vetor geodético que caracteriza o tempo próprio tem, nesse sistema gaussi-
ano a expressão

q¸ = ‹¸0 :

Segue que
— = v¸ q

¸;

mostrando que o parâmetro — é determinado pelo ângulo entre a velocidade do
observador gaussiano e o fluxo do fluido que gera a métrica de Godel.
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GE − 11

O fator de expansão tem a forma

Θ = −2

√
—2 + 1

a
tanM

onde M é dado em exercicio anterior. Essa expansão diverge nos limites de
validade do sistema gaussiano exibindo a impossibilidade de estender o sistema
gaussiano além de um certo dominio.

GE − 12

A aceleração é dada por [39]

a— =

 
0;

cosh r (2 sinh2 r − 1)

a2 sinh r (sinh2 r − 1)
; 0; 0

!
:

Tem-se

H0 =
2M c

e a3

cosh2 r0 (2 sinh2 r0 − 1)

sinh r0 (sinh2 r0 − 1)3=2
:

Comentário adicional: note que o vetor aceleração é um gradiente. Isso per-
mitirá estabelecer uma forma simples na qual essa curva é descrita como uma
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geodésica na geometria de arraste associada no capitulo mais adiante sobre a
teoria da relatividade métrica.

GE − 13

O tensor L¸˛— por ser anti-simétrico no primeiro par de indices possui 24 com-
ponentes independentes. Impondo a condição de traço dual nulo reduz-se a 20.
Em geral, usa-se impor condições de gauge que não afetam o tensor de Weyl,
dadas por

i) Traço nulo: L ˛
¸˛ = 0

ii) Divergência nula: L¸˛—;— = 0

GE − 15

Use a equação de vínculo da congruência de curvas e obtenha

1

2
h"(h

¸
ff) ”

˛‚�
" v�(!¸˛ + ff¸˛);‚ − a(!ff) = −Hff

GE − 16

Faça a hipótese de que vale essa relação. Note que H— = 0 pelo Lema anterior.
Use a equação de evolução do shear para calcular explicimente E—� .
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GE − 17

Considere o observador geodésico em uma métrica de Schwarzschild

v— =

 
1;
A

B
; 0 ; 0

!

onde
A =

q
2m=r

B = 1− 2m=r:

Calcule o shear. Use o lema anterior para, a partir do shear, obter o tensor de
Lanczos.

GE − 20

A equação do monopolo magnético gravitacional é dada pela curva acelerada

d2z¸(s)

ds2
+ Γ¸—�

dz—

ds

dz�

ds
= F¸

A força F¸ responsável pela aceleração é dada por

F¸;— = E¸— + fH¸—

que satisfaz as propriedades
F¸ = ∇¸Φ

2Φ = 0:

v˛∇˛F¸ = 0;
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ou seja é constante ao longo do movimento.

GE − 21

Seja o mapa dado por
g̃—�(x) = e2 (x) g—�

e então
g̃—�(x) = e− 2 (x) g—�

Então

ũ¸ = e− u¸

Ẽ¸˛ = E¸˛

H̃¸˛ = H¸˛

„̃ = e− (x) „ − 3 (e− );¸ u
¸

ff̃¸˛ = e ff¸˛

!̃¸˛ = e !¸˛:
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GE − 23

Tem-se as duas condições sobre as tres constantes:

p1 + p2 + p3 = 1

(p1)2 + (p2)2 + (p3)2 = 1:

GE − 24

Temos as condições

p1 + p2 + p3 + p4 = 1

(p1)2 + (p2)2 + (p3)2 + (p4)2 = 1:

onde
1−W 2 = W0 t

p4
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Note que essa expressão representa um espaço de Kasner a cinco dimensões,
a quinta dimensão sendo associada ao campo eletromagnético.

GE − 26

Ver solução em [40] e [41].

GE − 27

A forma covariante é dada pela série

g—� = ”—� − h—� + h—¸h
¸
� − h—¸ h¸˛ h˛– + :::
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GE − 28

Para termos da expressão

g—� = a ”—� + bΦ—�

que a inversa seja também um binômio, isto é,

g—� = A”—� + BΦ—�

a condição é

Φ—� Φ�¸ = m‹¸— + nΦ¸
—

Nesse caso tem-se as relações

A =
1

a

B = − "

a (1 + "Φ¸
¸)

onde pusemos

" ≡ b

a
:

GE − 32
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As equações são

R—� = −i
“
 ̄‚—D� −D— ̄ ‚�  

”
+ (—→ �)

‚—D— = 0

GE − 33

Trata-se de um fluido com fluxo de calor no plano ortogonal ao vetor de rotação
possuindo anisotropia. Mostre que essa geometria tende assintoticamente a
eliminar suas irregularidades: o fluxo de calor, o shear e a expansão se anulam
para valores grandes do tempo [42].



6 MODELOS COSMOLÓGICOS NÃO-
SINGULARES

Intróito

No começo dos anos 1960 uma série de teoremas provocaram uma modificação
no status da questão singular na teoria da gravitação tornando aceitável pela
comunidade cientifica a presença de uma barreira infinita na representação da
geometria do universo. Essa situação conflitava com a descrição convencio-
nal. Ver [43] para uma discusão completa dessa questão. Vamos considerar um
desses teoremas.

Teorema da singularidade (S. Hawking, 1967)

As quatro afirmações seguintes não podem ser verdadeiras simultâneamente
para um dado espaço-tempo M :

• Existe uma hipersuperficie compacta do tipo espaço (sem fronteira) S;
• A divergência Θ dos vetores normais a S é positiva em todo ponto de S;

• R—� v
— v � ≤ 0 para todo vetor v— do tipo tempo ou nulo;

• M é geodesicamente completo em todas as direções do passado.

Nos modelos simples do tipo cosmologia de Friedmann a aplicação desse teo-
rema implica inevitavelmente a existência de uma singularidade. Em diversos
exercicios que são propostos nesse livro, essa singularidade não ocorre. Quais
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dessas quatro hipóteses desse teorema você considera mais fraca? Examine
nos exemplos não-singulares dos exercicios aqui apresentados qual item des-
ses quatro é violado.

MCNS − 1

Considere o modelo de universo conformalmente plano de métrica dada por

ds2 = dt2 − C2(t)

 
dr 2

1 + r 2
+ r 2 dΩ2

!

onde dΩ2 = d„2 + sin2 „ d’2: Essa métrica pode ser escrita sob a forma

ds2 = C2(”)

 
d”2 − dr 2

1 + r 2
− r 2 dΩ2

!
ou, ainda

ds2 = C2(”)
“
d”2 − dffl2 − sinh2 ffldΩ2

”
:

A fonte dessa geometria, que satisfaz a dinâmica da relatividade geral, é um
campo eletromagnético acoplado não minimamente à gravitação controlada pela
lagrangiana

L =
1

2»
(1 + –A— A

—)R − 1

4
F —� F—�:

Qual deve ser o valor do campo A— para que essa solução homogênea e isotró-
pica seja dada pela métrica acima com

C2(t) = a2
0 + t2

ou, equivalentemente
C2(”) = a2

0 cosh2 ”:

Qual o limite assintótico (para t → ±∞) dessa métrica?
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MCNS − 2

Considere um campo escalar Φ em interação gravitacional descrita pela relativi-
dade geral cuja dinâmica é dada pela lagrangiana

L = @—Φ∗ @—Φ− ffΦ4

gerando uma métrica da forma

ds2 = a(”)2 [d”2 − dffl2 − sinh2(ffl) (d„2 + sin2 „ d’2) ]:

Mostre que se o campo é dado por [44]

Φ =
q

3=–
f

a

as equações da relatividade geral e do campo assumem a forma

a
′′

a
= 1

Φ
′′

+ 2 Φ
′ a
′

a
+ 2ff a2 Φ3 = 0

onde x
′
representa a derivada de x em relação ao tempo conforme ”: Compatibi-

lidade dessas equações impõem:

ff =
–

6

f ′′ − f + f 3 = 0

O fator de escala como função do tempo gaussiano t definido por ” =
R dt

A(t)
tem a forma

A(t) =
√
t2 − L2
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onde L é uma constante. Mostre que das três possiveis soluções para f =

constante a solução trivial (f = 0) é instável e as outras duas (f 2 = 1) são
estáveis.

MCNS − 3

No exercicio anterior, escrevendo a equação do campo métrico sob a forma

G—� = −»(ren)T—�

tem-se para a energia no estado fundamental

E|0〉 = −3L2

A4
< 0

que mostra a violação da positividade e que induz, em alguma fase do universo a
inversão do sinal da interação gravitacional. Quando, nesse modelo, isso acon-
tece?

MCNS − 4
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Considere a teoria de um campo escalar real não minimamente acoplada à geo-
metria pela lagrangiana

L =
√
−g

"
1

2
R +

1

2
@¸ffi@

¸ffi− V (ffi)− 1

12
Rffi2

#
;

onde g = det(g¸˛), R é o escalar de Ricci e o potencial é dado pela auto-interação

V (ffi) =
1

2
m2ffi2 − 1

2
ffffi4 − V0:

Calcule as equações de movimento do campo escalar e da geometria.

MCNS − 5

No exercicio anterior, mostre que o tensor de energia-momentum do campo es-
calar tem a forma

fi¸˛(ffi) ≡ @¸ffi@˛ffi−
1

2

„
@—ffi@

—ffi−m2ffi2 + ffffi4
«
g¸˛ −

1

6

„
∇¸∇˛ffi2 −2ffi2g¸˛

«
− V0g¸˛

Questão: esse tensor se conserva? Mostre que pode-se escrever

R¸˛ −
1

2
Rg¸˛ = −E¸˛(ffi);

onde o tensor conservado de energia-momentum é da forma

E¸˛(ffi) ≡ 6fi¸˛(ffi)

6− ffi2
:

Existe alguma solução homogênea do campo escalar tal que corresponda a um
estado de vácuo estável, que minimiza E?
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MCNS − 6

Mostre que E(ffi0); do exercicio anterior, exibe três regiões incomunicáveis, duas
delas contendo minimos locais em ffi0 = ±2

√
V0=m, a outra contendo dois má-

ximos instáveis e um minimo meta-estável em ffi0 = 0: Calcule o resultado para
a equação da métrica quando o campo escalar se encontra nesses estados e
mostre que se pode escrever

R¸˛ =

 
3m2ffi2

0 − 3ffffi4
0 − 6V0

6− ffi2
0

!
g¸˛:

Segue então
R¸˛ = 0:

MCNS − 7

Introduzindo matéria na teoria anterior de tal modo que essa matéria nova tenha
traço nulo T = 0, a solução constante não trivial para Φ que extremiza a densi-
dade de energia E(ffi) continua sendo a mesma obtida anteriormente. Mostre que
a dinâmica da geometria se escreve (no estado fundamental do campo escalar):

R¸˛ = −
 

3m2»

3m2 − 2»V0

!
T¸˛
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onde exibimos a constante gravitacional explicitamente » = 8ıG: O termo mul-
tiplicando o tensor de energia-momentum de matéria ordinária (como por exem-
plo, um gás de fotons) pode ser visto como uma “renormalização” da constante
gravitacional. Ou seja, no regime onde

»V0 >
3

2
m2

é satisfeita, a interação gravitacional tem seu sinal invertido e se torna repulsiva.

MCNS − 8

Considere a dinâmica descrita pela lagrangiana de um campo escalar B e a gra-
vitação na relatividade geral dada por

L = R + L(B)

com
L(B) = @—B @

—B − V (B)

Escreva as equações de movimento variando a ação associada a essa lagrangi-
ana em relação a g—� e B:

MCNS − 9
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No exercicio anterior, quando o potencial é da forma

V =
1

2
m2B2 +

1

4
ff B4

pode existir o mecanismo de quebra expontânea de simetria, onde a solução
homogênea B = B0 = contante 6= 0 é um minimo do potencial. Mostre que
nesse caso a distribuição de energia do campo B coincide com uma constante
cosmológica.

MCNS − 10

Considere a teoria anterior modificada por um multiplicador de Lagrange " da
forma

L = R + " Lm

onde
Lm = @—B @

—B − V (B)

com

V (B) =
m2

2
B2 +

ff

4
B4:

Mostre que quando existe quebra expontânea de simetria, contrariamente ao
caso anterior, o vácuo dessa teoria não gravita.
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SOLUÇÕES

MCNS − 1

Fótons não lineares

A forma da geometria é a de um universo espacialmente homogêneo e isotrópico
[45], [43]:

ds2 = dt2 − a2(t)dff2

A fonte desta geometria é o campo eletromagnético em interação não mínima
com a gravitação descrito pela lagrangiana (faremos aqui » = 1).

L =
R

2
(1 + ˛W—W

—)− 1

4
F —� F—�

onde fizemos » = 1: Seguem daí as equações

F —� ; � = − 2˛ RW —

“
1 + ˛W 2

”
G—� = ˛

“
2W 2 g—� −W 2

; — ; � − RW—W�

”
− E—�

onde

E—�

representa o tensor de energia de Maxwell:

E—� = F ¸
— F¸� +

1

4
g—�F¸˛F

¸˛:

O traço dará
R = − 3˛2W 2:

Daí
F —� ; � − 6˛2 2W 2W — = 0:
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A não linearidade é uma consequência do acoplamento direto com a curvatura
da métrica. Já vimos esse tipo de propriedade acontecer no caso do campo
escalar. Vamos procurar por uma solução onde W— seja um gradiente:

W— = W (t) ‹0
—:

Isso implica na condição
F—� = 0:

Definindo a quantidade Ω

Ω(t) ≡ 1 + ˛W 2

o conjunto de equações reduz-se à forma:

3
ä

a
= − Ω̈

Ω

ä

a
+ 2 (

ȧ

a
)2 +

2 ›

a2
= − ȧ

a

Ω̇

Ω

ä

a
+ 2 (

ȧ

a
)2 − 1

a2

 
ff
′ ′

ff
+
ff
′ 2 − 1

ff2

!
= − ȧ

a

Ω̇

Ω

2Ω = 0:

Isto é,
Ω̇ = constante a− 3;

cuja solução é dada por

W 2(t) =
»
1− t

a

–

a(t) =
q
t2 + Q2

onde Q é uma constante que mede o valor mínimo do fator de escala e fizemos
˛ = −1: Quando Q = 0 o sistema se reduz ao espaço vazio de Minkowski, escrito
no sistema de coordenadas de Milne.
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Comentário: Considere teoria dada acima, acoplamento não-minimo do campo-
eletromagnético com a gravitação no esquema da relatividade geral. Definindo
as variáveis

X = 3
ȧ

a

Z =
Ω̇

Ω

mostre que o sistema dinâmico se reduz às equações [46]

Ẋ = − 1

3
X2 + X Z

Ż = −Z2 − X Z

Estude as curvas integrais desse sistema e discuta os diversos cenários cos-
mológicos que ele oferece. Identifique a solução que tratamos acima de um
universo eterno (sem singularidade).

MCNS − 2

O modo mais direto de examinar a estabilidade dessas soluções (com f cons-
tante) é examinar o sistema planar autonômo associado pondo x = f para obter

dx

d”
= y
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dy

d”
= x − x3

Os pontos criticos desse sistema são dados por

(x0; y0) = (0; 0)

(xA; yA) = (−1; 0)

(xB; yB) = (1; 0):

Pontos A and B representam soluções estáveis

ffi(A;B) =
1√
2ff

1

A

Da equação de g—� obtem-se o valor da constante L

L2 =
»

24ff

que determina o valor minimo para o fator de escala.

MCNS − 3

A renormalização da constante de interação se escreve, para esse modelo:

1

»ren
=

1

»
− ffi2

6
=

12fft2 − »=2

12ff»A2

Ou seja, tem-se a possibilidade de uma gravitação repulsiva:

t2 <
»

24ff
⇒ »ren < 0
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e, por outro lado,

t2 >
»

24ff
⇒ »ren > 0:

MCNS − 4

Temos

(1− 1

6
ffi2) (R¸˛ −

1

2
Rg¸˛) = −E¸˛ +

1

6

„
∇¸∇˛ffi2 −2ffi2g¸˛

«
+ V0g¸˛;

onde

E¸˛ ≡ @¸ffi@˛ffi+
1

2

„
@—ffi@

—ffi−m2ffi2 + ffffi4
«
g¸˛

2ffi+m2ffi− 2ffffi3 +
1

6
Rffi = 0;

que pode ser escrita como (mostre)

2ffi+
„
m2 − 2

3
V0

«
ffi+

„
1

6
m2 − 2ff

«
ffi3 = 0:

MCNS − 5
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Temos

E(ffi0) =
3m2ffi2

0 − 3ffffi4
0 − 6V0

6− ffi2
0

:

Note que além da solução trivial ffi0 = 0, existem duas outras

ffi2
0 =

6m2 − 4V0

12ff −m2
:

Mostre que a solução constante não trivial que minimiza a energia no caso em
que ff = m4=8V0; vale

ffi0 = ±2
√
V0

m
:

MCNS − 8

Tem-se

R—� −
1

2
R g—� = − @—B @�B +

1

2
L g—�

2B +
1

2

‹V

‹B
= 0:
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MCNS − 9

Com efeito, temos quando B = B0 duas soluções possiveis:

B1 = 0:

BV =
q
−m2=ff

onde assumimos m2 < 0 e ff > 0: Como

‹2V

‹B2
=
‹V

‹B

‹V

‹B
m2

para o caso B1 e
‹2V

‹B2
= −2m2

para o caso BV Vemos que se m2 < 0 em B1 existe um máximo e para B2 um
minimo. Correspondentemente a energia desses estados é dada por

T—� = V g—�:

Logo,

T—�(B1) = 0

T—�(BV ) = − m
4

8ff
g—�

Logo este estado se identifica com uma constante cosmológica.
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WIST

WIST − 1

As equações da relatividade geral podem ser obtidas a partir da hipótese de que
a métrica é riemanianna e sua dinâmica se obtém a partir da variação do tensor
g—� na lagrangiana

L = R:

Considere essa mesma lagrangiana mas ao invés de assumir a priori que a ge-
ometria seja riemanniana considere que ela seja afim, isto é, faça a variação
independente de g—� e da conexão Γ—¸˛: Mostre que essa dinâmica impõem que a
métrica seja riemanniana.

WIST − 2

Como fica alterado o resultado anterior se introduzimos matéria acoplada mi-
nimamente à geometria? E quando o acoplamento não for minimo, como por
exemplo no caso de interação conforme com um campo escalar?

WIST − 3
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Mostre que o escalar de curvatura desse wist pode ser escrito em termos do
escalar de curvatura da geometria de Riemann associada e do vetor de WeylW–:

Calcule também a expressão da curvatura contraida R—� em termos dos objetos
definidos na geometria de Riemann associada.

WIST − 4

Mostre que o principio variacional (assumindo a priori a geometria riemanniana)
para a Lagrangiana quadrática se escreve:

‹
Z √

−g R2 d4x =
Z √

−g Υ—� ‹g
—� d4x

onde

Υ—� = 2RR—� + 2R;—;� − 2∇¸∇¸R g—� −
1

2
R2 g—�:

WIST − 5

Mostre que o principio variacional (assumindo a priori a geometria riemanniana)
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para a Lagrangiana de segunda ordem R—� R
—� se escreve:

‹
Z √

−g R—� R—� d4x =
Z √

−g ∆—� ‹g
—� d4x

onde

∆—� = 2R—¸R�
¸ − 1

2
R¸˛ R

¸˛ g—� −
1

2
∇—∇—R g—� + R–—;�;– + R–�;—;–:

WIST − 6

A. Sakharov propôs modificar a dinâmica da Relatividade Geral, quando aplicada
à cosmologia, pela forma

LS = R + ¸R2 + ˛R—�R
—� + ‚R¸˛—�R

¸˛—�

Mostre que se ¸, ˛ et ‚ são constantes então a dinâmica obtida dessa LS é
equivalente à obtida da forma

L(1) = R + aR2 + b R—�R
—�

onde a e b dependem de ¸, ˛ et ‚.

Mostre também que um universo espacialmente homogêneo e isotrópico essa
dinâmica é equivalente á dinâmica obtida pela forma

L(2) = R + –R2:
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WIST − 7

Um espaço de Weyl integrável é determinado por um tensor métrico e um campo
escalar. Considere a transformação

g—� → g̃—� = efflg—�

’→ ’̃ = ’+ ffl

onde ffl é uma função arbitrária. Como se transformam, por esse mapa, a cone-
xão e as curvaturas associadas?

WIST − 8

Construa uma dinâmica em um WIST que seja invariante por essa transformação
acima. Desenvolva em termos da geometria de Riemann associada e escreva a
teoria como em um espaço de Riemann.
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WIST − 9

Considere a ação

SW2 =
Z √
−ge−’(R + ˛ ’;—’

;—)

no espaço de wist. Mostre que ela é invariante sob o mapa conforme

g—� → g̃—� = e−2’g—�:

Como varia ’? Re-escreva essa dinâmica em termos das quantidades de Rie-
mann associadas [47].

WIST − 10

Existem três invariantes que podemos construir com as quantidades de um wist
possuindo dimensão L−2 :

• R,
• !¸ !¸

• !¸;¸

onde ! é o campo wist. Escreva a forma mais geral da lagrangiana e obtenha
as equações de movimento para ! e o tensor métrico. Escreva essa dinâmica
usando a curvatura riemanniana associada.
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WIST − 11

Vamos aplicar a teoria wist para produzir um modelo cosmológico.

• Mostre que quando o campo wist for função somente do tempo gaussiano
ele dá origem a uma métrica do tipo Friedman ds2 = dt2 − dff2 cuja fonte
pode ser identificada com um fluido perfeito tal que p! = ! = − –2

2
!̇2;

• Qual a forma do fator de expansão a(t)?

Mostre que é possivel gerar graças ao wist um cenário cosmológico com as
seguintes caracteristicas [48]:

• Para valores grandes do tempo cósmico a geometria coincide com o uni-
verso (plano) de Milne;

• O universo tem um bouncing, isto é, esse cenário não tem singularidade;
• A fase em contração é acelerada.
• Quando acontece o máximo desvio da geometria riemanniana?
• Examine as propriedades da inversão temporal nesse cenário,
• Mostre que uma integral primeira das equações se escreve ! = ‚

2a2
0
arc cos

h
a0

a

i2

• A constante ‚ pode ser positiva ou negativa. Ela pode ser escrita como
‚2 = 6 a4

0 =–
2: Qual a consequência de um sinal ou o outro sobre a forma da

geometria?

Examine se essas soluções geram cosmologias distintas.

WIST − 12

No exercicio anterior defina a variável ff = !̇: Escreva as equações do sistema
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(a; ff) e mostre que a evolução do campo ff pode ser descrito como equivalente a
um corpo de massa unitária movendo-se no potencial V (ff): Qual a forma desse
potencial?

WIST − 13

Vimos que o escalar
I ≡ R¸˛—� R∗¸˛—�

é um invariante topológico e que não contribui para a dinâmica da geometria.
No entanto é possivel construir funcionais de I que podem servir como modifi-
cações à dinâmica da gravitação.

Considere [49] a lagrangiana

L = R + ˛
q

1− (I=˛2)2 − ˛ + Lm:

Calcule as equações de movimento. Mostre que no caso das soluções de Schwarzs-
child, Godel, Kerr e Friedmann esse termo não contribui, pois para essas geo-
metrias I = 0: Nessa teoria o tensor de energia-momento T —� se conserva?
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SOLUÇÕES

WIST − 1

Variando a métrica ‹g—� obtém-se

R—� = 0:

Variando a conexão ‹Γ¸—� obtém-se

g—�;– = 0:

WIST − 2

O acoplamento minimo não altera a propriedade da geometria ser riemanniana.
No entanto, acoplamento não minimo afeta. Considere o caso, por exemplo, de
um campo escalar ffi acoplado da forma que a lagrangiana se escreve

L = Rffi2

A variação independente da conexão Γ—¸˛ implica que a geometria é do tipo de
Weyl especial (wist) dada por

g—�;– = W;– g—�:
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onde

W;– = −
ffi2
;–

ffi2
:

WIST − 3

A definição da derivada covariante em wist é dada por

V ¸;— = V ¸||— −
1

2

“
!— V

¸ − !¸ V— + !� V
� ‹¸—

”
onde o simbolo || representa a derivada em Riemann. Tem-se de um cálculo
direto:

R—� = R0
—� − !—||� −

1

2
!— !� −

1

2
g—� (20! − !– !–):

e, consequentemente

R = R0 +
3

2
!¸ !¸ − 320!:

onde R0
—� é o escalar de curvatura de Riemann construido com a conexão de

Christoffel.
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WIST − 7

Temos:

Γ̃¸—� = Γ¸—�

R̃¸˛—� = R¸˛—�

R̃—� = R—�:

Ou seja, todas essas quantidades são invariantes. Note entretanto que o mesmo
não acontece com o escalar de curvatura:

R̃ = e−fflR:

WIST − 8

A ação
SW =

Z √
−g e−’R

é invariante sob aquela transformação. Essa lagrangiana pode ser escrita como

SW =
Z √
−ge−’(R0 − 32’+

3

2
’–’

–)
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onde todas as quantidades são construidas no espaço de Riemann associado.

Mostre que essa dinâmica se escreve, a menos de uma divergência total sob a
forma

SW =
Z √
−ge−’(R0 − 3

2
’;—’

;—):

WIST − 9

Temos

SW =
Z √
−ge−’[R0 + (˛ − 3

2
)’;—’

;—]

WIST − 10

Temos

S =
Z √

−g (R + ‰ !¸;¸)

Para eliminar um desses invariantes usamos a identidade
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R = R0 +
3

2
!¸ !¸ − 3!¸;¸

Pondo
S =

Z √
−g [R + –!¸ !¸]

onde o parâmetro sem dimensão – vale

– =
3

2
− 2 ‰:

Variando independentemente o tensor métrico e o campo !, temos:

2! = 0:

onde o operador 2 se calcula na geometria riemanniana associada e também

R0
—� −

1

2
R0 g—� +∇—∇�! − 2(‰ − 1)∇�!∇—! + (‰ − 1

2
)∇¸!∇¸!g—� = 0:

WIST − 11

Temos para o campo wist, nessas condições:

!‚ = @–!(t) = !̇‹0
–

onde o ponto sobre a função significa derivada temporal. Uma primeira integral
é obtida imediatamente dando como resultado

!̇ = ‚a−3

onde ‚ = é uma constante. As demais equações da relatividade geral impõem:

ȧ + "+
–2

6
(!̇a) = 0
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2a ä + ȧ2 + "− –2

2
(!̇a)2 = 0 ;

onde " = (0;+1;−1) é o valor do parâmetro da tri-curvatura.

Quando (3−4‰) = −2–2 < 0 obtém-se um universo aberto (i.e., ‰ = −1). Obtemos
então a dinâmica fundamental dada pela equação

ȧ2 = 1−
»
a0

a

–4

;

onde a0 = constante = [‚2–2=6]1=4.

Da relação

‚(±) = ±
√

6
a2

0

|–|
segue

!(±) = !
(±)
0 arc cos

»
a0

a

–2

Temos, em ambos os casos

! = −–
2

2
!̇2 = −3

"
a4

0

a6

#

Ou seja, independentemente do sinal das funções de wist (!(+); !̇(+)) e (!(−); !̇(−))

elas produzem o mesmo cenário cosmológico. O sistema é invariante por inver-
são temporal t → (−t) se !(+) é transformada em !(−) – e reciprocamente [48].

WIST − 12

Temos o sistema
fḟ + 3 ‚ a−4 ȧ = 0:
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a3 − ‚ ff−1 = 0:

Dai
1

2
(fḟ)2 + V (ff) = 0:

onde

V (ff) =
3–2

4
(ff4 − b2 ff8=3)

com
b2 = 6–−2 ‚2=3:

WIST − 13

A dinâmica é dada por

R—� −
1

2
R g—� −

˛3

2
√
˛4 − I2

g—� −
4

˛

 
[

I√
˛4 − I2

]; –R
˛
—�
∗–
!

;˛

= −T—� −
˛

2
g—�:





7 CRIAÇÃO DE PARTICULAS PELO CAMPO
GRAVITACIONAL

CP − 1

Consideremos um campo escalar obedecendo a equação

2’+m2 ’+ ‰ R ’ = 0:

mergulhado em uma métrica conformalmente plana da forma

ds2 = a2(”) (d”2 − dff2)

As soluções (com norma positiva) são dadas por [50] [51]

’k(”; x i) =
e ik:x

a(”)
q

(2ı)3
fflk(”)

Mostre que a equação satisfeita por ffl é
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d2fflk
d”2

+
“
k2 − V (”)

”
fflk = 0:

Quanto vale V (”)?

CP − 2

Considere o caso particular do universo eterno onde assintoticamente (para tem-
pos infinito passado e futuro) a geometria coincide com a forma de Milne, como
vimos em capitulo anterior dada por

ds2 = a2
“
d”2 − d‰2 − sinh2(‰)(d„2 + sin2 „ d’2)

”
:

com

a = a2
0 cosh2 ”:

Nesse caso podemos resolver a equação para o campo escalar obtendo (mostre
isso) para o infinito passado, a expressão

fflk(”) ∼ fflk(”)in(”) =
1√
2!

e−i!”

e no infinito futuro

fflk(”) ∼ fflk(”)out(”) =
1√
2!

(¸k e
−i!” + ˛k e

i!”)

Os coeficientes de Bogoliubov ¸k ; ˛k são dados como na teoria quântica de cam-
pos em espaço plano, isto é, dadas duas representações de um mesmo campo
escrevendo
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’ =
X

(ak fk + a+
k f
∗
k )

ou como podemos, alternativamente, usar uma combinação linear da base fk

tem-se

’ =
X

(ak fk + a+
k f
∗
k ) =

X
(bk hk + b+

k h
∗
k)

compatibilidade requer (transformação de Bogoliubov):

aj =
X“

¸∗jk bk − ˛∗jk b+
k

”

bk =
X“

¸jk aj + ˛∗jk a
+
j

”
Mostre que o número de particulas criadas pela expansão se escreve

N =
1

(2ıa)3

Z
|˛k |2 d3k

CP − 3

Mostre que em um universo conformalmente plano, o número de fotons é cons-
tante, isto é, a densidade dos fotons

n =
N

V

obedece a esquação

ṅ + nΘ = 0:
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onde Θ é o fator de expansão e o acoplamento entre o campo eletromagnético e
o gravitacional se dá via interação minima.

Mostre que, em geral, o campo gravitacional de um universo espacialmente ho-
mogêneo e isotrópico não é capaz de criar (ou destruir) particulas que estão
associadas a campos que são invariantes por transformação conforme.

CP − 4

Um gas de fotons obedece a estatistica cuja função de distribuição é dada por

dN! =
1

exp(! − —)=T ]− 1

onde o potencial quimico do foton —‚ = 0: Essa propriedade está intimamente
relacionada à questão anterior. Ou seja, é possivel contornar a proibição de
criação de fotons por um campo gravitacional cósmico se a interação dos dois
campos (gravitacional e eletromagnético) não se dá via acoplamento minimo.

Considere a lagrangiana do campo eletromagnético dada por

Lem = −1

2
F—� F

—� + ˛ R F—� F
—�

mostre que o numero de fotons não é preservado e que se tem:

ṅ (1− 2˛ R) + nΘ = 2˛ n (Ṙ + RΘ):

onde Θ é o parâmetro de expansão.
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CP − 5

Suponha [48] que o potencial quimico do foton em interação não-minima com
campo gravitacional cosmológico tenha a forma fenomenológica

∆— = − b2 Θ

Mostre que o potencial termodinâmico Ω = −PV se expressa como

Ω =
V T

ı2

Z
!2ln (1− exp(−(! −∆—)=T )) d!

onde se deve integrar no dominio (0;∞) e ∆— é dado acima.

CP − 6

Vamos comparar as relações termodinâmicas do foton nos dois casos estuda-
dos aqui de interação gravitacional minima e não-minima.

Calcule a energia ; pressão p;, numero total de fotons N no volume V; a energia
livre F , a entropia especifica s:



134 Capítulo 7. Criação de particulas pelo campo gravitacional

SOLUÇÕES

CP − 1

Temos

V = −a2
„
m2 + (‰ − 1

6
)R
«
:

CP − 6

Vamos chamar as quantidades via acoplamento minimo de XHMC e as de acopla-
mento não minimo XHDCC: Temos

HMC =
ı2

15
T 4

HDCC =
6

ı2
T 4
X e−m˛

m4

onde a soma se dá no dominio 1 < m <∞:

p =
1

3
:
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NHMC =
2

ı2
“(3) V T 3

NHDCC =
2

ı2
V T 3

X e−m˛

m3

onde a soma se dá no dominio 1 < m <∞:





8 TEORIA DA RELATIVIDADE MÉTRICA

O principio da relatividade métrica estabelece que o movimento de qualquer
corpo cuja trajetória no espaço-tempo de Minkowski é acelerada pode ser des-
crito como livre de qualquer força em uma geometria associada que chamamos
geometria de arraste [52]. Os exercicios desse capitulo irão se concentrar nessa
equivalência que podemos sintetizar na frase:

toda aceleração pode ser geometrizada [53] .

RM − 1

Mostre o seguinte lema:

Dada uma congruência de curvas aceleradas Γ(v) no espaço-tempo de Min-
kowski tal que o vetor aceleração admita um potencial a— = @—Ψ; é sempre
possivel construir uma geometria de arraste da forma

ĝ—� = ”—� + ˛ v— v �;
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tal que suas trajetórias sejam geodésicas na geometria de arraste e

1 + ˛ = e−2Ψ:

RM − 2

Calcule os valores dos parâmetros cinemáticos na métrica de arraste.

RM − 3

Mostre, usando a formula do determinante de ĝ—�; que a métrica de arraste pode
ser escrita sob a forma

ĝ—� = ”—� − (1 + ĝ) v— v�:

Equivalentemente podemos escrever o potencial da força externa sob a forma:

Ψ = ln
q
−ĝ :
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RM − 4

Mostre que uma congruência de curvas sem expansão, sem shear e sem vortici-
dade, com aceleração gerada por uma força que possui um potencial, obedece
à dinâmica clássica (newtoniana).

RM − 5

Mostre o seguinte Lema:

Para uma congruência Γ(v) de curvas aceleradas no espaço de Minkowski tal
que

(v—;� − v�;—) v � = 0

com módulo N : v— v� ”
—� = N; é sempre possivel construir uma geometria de

arraste cuja métrica tem a forma

ĝ—� = ”—� + ˛ v— v �;

tal que essas curvas sejam geodésicas na métrica de arraste satisfazendo a
condição

1 + ˛ N =
1

N
:
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RM − 6

Considere o caso geral no qual a aceleração não é dada em termos de uma só
função. A forma da geometria de arraste requer uma dependência mais geral
dada por

ĝ—� = ”—� + b v— v � +ma— a� + na(— v �);

onde a(— v �) ≡ a— v � + a� v—. Os três parâmetros b;m; n estão relacionados aos
três gráus de liberdade do vetor aceleração. Calcule a correspondente forma
covariante.

Isso significa que é possivel transformar a trajetória de uma particula submetida
a qualquer tipo de força em um movimento geodésico através da mudança da
métrica em uma métrica de arraste. Um tal procedimento pode ser entendido
como a extensão relativistica do principio de d’Alembert, ou seja, toda acelera-
ção pode ser geometrizada.

RM − 7

Vamos considerar uma particula acelerada em um sistema girante na métrica de
Minkowski. O espaço-tempo de Minkowski escrito no sistema cilindrico (t; r; ffi; z)
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tem a forma

ds2 = a2[dt2 − dr 2 − dz2 + (h2 − !2r 2)dffi2 + 2h dffidt]:

Considere o campo de velocidades

v— =
1

a
√
h2 − !2r 2

‹—2 :

Qual a métrica de arraste que leva o corpo com essa velocidade a ser uma geo-
désica?

RM − 8

No exercicio anterior, considere a situação onde h2 − !2r 2 > 0: Isso permite a
presença de CTC (closed time-like curves) na geometria original que são mapea-
das em CTC na métrica de arraste. Mostre que existe uma singularidade real no
valor r = h=! e que bq00 muda de sinal em

!2 r 2
± =

h2 ±
√
h4 − 4

2
:

RM − 9
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Até aqui consideramos somente corpos em movimento no espaço-tempo de Min-
kowski. Vamos agora considerar situações onde o background é curvo, como
ocorre nas teorias da gravitação. Vamos mostrar que o método de eliminar a
ação de qualquer força sobre um corpo pode ser realizado não somente na geo-
metria plana de Minkowski mas em qualquer geometria riemanniana.

Mostre que a trajetória dada pelo vetor velocidade

v— =

r
1− rH

r
‹0
—

é acelerada na métrica de Schwarzschild

ds2 = (1− rH
r

)dt2 − 1

(1− rH
r

)
dr 2 − r 2(d„2 + sin2 „ d’2):

Calcule então a geometria de arraste que leva esse caminho acelerado a ser uma
geodésica. Calcule a curvatura contraida de Ricci da métrica de arraste.

RM − 10

Mostre que a trajetória dada pelo vetor velocidade

v— =

0@0; 0;
1

a sinh r
q

sinh2 r − 1
; 0

1A :
é acelerada na métrica de Godel descrita no sistema de coordenadas cilindrico
pela forma

ds2 = a2[dt2 + 2 h(r) dt d’− dr 2 − dz2 + g(r) d’2]

onde h(r) =
√

2 sinh2 r e g(r) = sinh2 r(sinh2 r − 1) e a é uma constante relacio-
nada à vorticidade a = 2=!2: Calcule então a geometria de arraste que leva esse
caminho acelerado a ser uma geodésica.
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RM − 11

Calcule as geodésicas na geometria de Gödel e mostre que o dominio r < rc

onde sinh2 rc = 1 separa as regiões causal e não-causal (ver [53]). Mostre que
isso é devido ao fato de que as geodésicas que atingem o valor r = 0 são confi-
nadas a um dominio Ωi definido por 0 < r < rc : Note que o campo gravitacional
é finito em r = rc : Mostre que na geometria de arraste a situação é diferente
pois em sinh2 r = 1 existe uma singularidade real na métrica de arraste. Ou seja,
somente o dominio exterior é permitido. Isso significa que para essa classe
de trajetórias aceleradas em Gödel, a geometria de arraste consiste em toda a
região não-causal de Godel.

RM − 12

Mostre que a trajetória dada pelo vetor velocidade

v— =

0@0; 0; 0;
rq

−(r 2 + a2)2 + a2Σ

1A
no plano equatorial („ = ı=2) é acelerada na métrica de Kerr que no sistema de
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coordenadas de Boyer-Lindquist tem a forma

ds2 =

 
1− 2Mr

2

!
dt2−

2

Σ
dr 2−2d„2+

4Mra sin2 „

2
dtdffi−

"
(r 2 + a2) sin2 „ +

2Mra2 sin4 „

2

#
dffi2;

onde Σ = r 2 + a2 − 2Mr e 2 = r 2 + a2 cos2 „. Calcule a aceleração desse campo
de velocidades e a geometria de arraste que o torna uma geodésica.
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SOLUÇÕES

RM − 1

Pomos
”—�v

—v � = 1

Segue então a— v— = 0: A expressão covariante tem a forma

ĝ—� = ”—� −
˛

(1 + ˛)
v— v�:

Note que o simbolo chapéu (̂ ) denota objetos na geometria de arraste onde a
métrica é ĝ—� . A derivada covariante de um vetor arbitrário S— nesta métrica é
definida por

S¸;— = S¸;— + Γ̂¸—� S
�;

onde a conexão é dada por

Γ̂›—� =
1

2
(”›¸ + ˛ v › v¸) (ĝ¸—;� + ĝ¸�;— − ĝ—�;¸);

Pondo
v̂— = Ω−1 v—

Então v̂— ≡ ĝ—� v̂
�: Impondo que v̂— tem norma unitária na métrica de arraste

implica
Ω = (1 + ˛)−1=2:

Para identificar esta congruência gerada por v̂— com v— devemos impor que Ω

seja uma constante do movimento, isto é que ao longo do movimento seja cons-
tante ou seja v— @—Ω = 0: A congruência Γ(v̂) é geodésica se

v̂—;� v̂
� − Γ̂›—� v̂› v̂

� = 0:
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onde virgula ( ; ) denota derivada simples. A descrição de uma curva acelerada
no espaço plano como uma geodésica na métrica de arraste é dada por

“
v—;� − Γ̂›—� v›

”
v � = 0; (8.1)

Lembrando que a aceleração na métrica de fundo é a— = v—;� v
� podemos escre-

ver a condição da geodésica como

@—Ψ = Γ̂›—� v› v
�:

O lado direito se escreve

Γ̂›—� v› v
� =

1 + ˛

2
v¸ v � ĝ¸�;—

obtendo assim a condição requerida:

a— +
1

2
@—ln(1 + ˛) = 0:

RM − 2

O projetor é dado por

ĥ—� = ĝ—� − v̂— v̂�:

Logo,

ĥ—� = h—�
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O fator de expansão

„̂ =
1√
−ĝ

@—(
q
−ĝ v̂—)

usando q
−ĝ =

√
−”

(1 + ˛)1=2

vale
„̂ =

q
1 + ˛ „:

Para o shear tem-se
ff̂—� =

q
1 + ˛ ff—�

e para a vorticidade
!̂—� =

!—�√
1 + ˛

:

RM − 4

Use a equação de evolução da expansão para obter

∇2Ψ = 0

onde Ψ é o potencial.

RM − 5
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Temos

N ≡ v— v� ”—� 6= 1:

Segue, das condições da velocidade que podemos escrever

a— = v—;� v
� =

1

2
@—N

Pondo para a geometria de arraste a formula

ĝ—� = ”—� + ˛ v— v �

A condição para que o vetor v̂— = v— seja normalizado é dada por:

v̂— v̂
— = v̂— v̂� ĝ

—� = 1

Segue então

1 + ˛ N =
1

N
:

A equação da geodésica tem a forma

1

N
v—;� v

� − 1

2
ĝ¸˛;— v̂

¸ v̂˛ = 0

que um cálculo direto implica na condição que permite re-escrever a métrica sob
a forma

ĝ—� = ”—� +
(1− N)

N2
v— v �:

RM − 6

Tem-se
ĝ—� = ”—� + B v— v� +M a— a� + Na(— v�)
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onde B;M;N são dados em termos de b;m; n pelas relações

B = − b (1−ma2) + n2 a2

(1 + b) (1−ma2) + n2 a2
;

M =
1

1−ma2

 
−m +

n2

(1 + b) (1−ma2) + n2 a2

!
;

N = − n

(1 + b) (1−ma2) + n2 a2
:

RM − 7

O observador

v— =
1

a
√
h2 − !2r 2

‹—2

tem aceleração dada por

a— =

 
0;

!2r

(h2 − !2r 2)
; 0; 0

!

que é um gradiente

a— = @—Ψ;

onde

2Ψ = − ln(h2 − !2r 2):
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Segue então que a métrica de arraste é dada por

ds2

a2
=
!4r 4 − !2r 2h2 + 1

(h2 − !2r 2)2
dt2 + dffi2 +

2h

h2 − !2r 2
dffi dt − dr 2 − dz2:

RM − 9

A aceleração é dada por

a— =

 
0;− rH

2(r 2 − r rH)
; 0; 0

!
:

Ou seja, é um gradiente da função Ψ :

Ψ = − 1

2
ln(1− rH

r
):

Usando os lemas estabelecidos anteriormente obtemos a geometria de arraste

d̂s
2

= dt2 − 1

(1− rH
r

)
dr 2 − r 2(d„2 + sin2 „ d’2):

onde o coeficiente b da geometria de arraste é dado por

b = − rH
r
;

As unicas componente não nulas da métrica de arraste bg—� são

R1
1 =

rH
r 3

;

R2
2 = R3

3 = − 1

2
R1

1:
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Mostre que todos invariantes de Debever são finitos, exceto na origem r = 0:

Como interpretar essa geometria no esquema da relatividade geral?

RM − 10

As componente contravariantes da geometria de Godel são dadas por (mostre)

g 00 =
1− sinh2 r

a2 cosh2 r
;

g 02 =

√
2

a2 cosh2 r
; (8.2)

g 22 =
− 1

a2 sinh2 r cosh2 r
:

A aceleração do campo de velocidades em questão é dada por

a— =

 
0;

cosh r [2 sinh2 r − 1]

a2 sinh r [sinh2 r − 1]
; 0; 0

!
:

Ou seja é um gradiente: a— = @—Ψ; onde

Ψ = − ln(sinh r
q

sinh2 r − 1):

Podemos assim usar os lemas anteriores onde o parâmetro b da geometria de
arraste é

1 + b = sinh2 r(sinh2 r − 1):

Segue então que a geometria de arraste é

cds2

a2
=

3− sinh4 r

(sinh2 r − 1)2
dt2 + dffi2 + 2

√
2

sinh2 r − 1
dffi dt − dr 2 − dz2:
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RM − 12

A aceleração é dada por

a— =

 
0;− r 3 −Ma2

r 4 + r 2a2 + 2Mra2
; 0; 0

!
:

Ou seja, a— = @—Ψ; onde

2Ψ = − ln

"
−
 
r 2 + a2 +

2Ma2

r

!#
:

O parâmetro b é dado por

1 + b = −
 
r 2 + a2 +

2Ma2

r

!
;

e a geometria de arraste no plano equatorial tem a forma

cds2

a2
=

1

(1 + b)2

 
1− 2M

r
− b4M2a2

r 2

!
dt2 + dffi2 +

4Ma

(1 + b)r
dtdffi− r 2

∆
dr 2:



9 MIMETISMO GRAVITACIONAL ASSO-
CIADO A CAMPOS ELETROMAGNÉ-
TICOS

DE − 0

Pequeno resumo da teoria da propagação das discontinuidades pelo método de
Hadamard [18].

A descontinuidade [f ]Σ de uma dada função f (x¸) através Σ é definida pelo limite

[f (x)]Σ = lim
›→0+

“
f (1)(x + ›)− f (2)(x − ›)

”
; (9.1)

onde Σ é a hipersuperficie de descontinuidade de equação Σ(x—) = 0; e f (1) e f (2)

são valores de f nos dominios 1 e 2 separados por Σ: A ideia basica do metodo é
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investigar a compatibilidade entre uma descontinuidade do campo e a estrutura
das equações a derivadas parciais. Admite-se que o campo é continuo através Σ

mas em alguma ordem de suas derivadas ela seja descontinua. Consideremos,
por exemplo, que a primeira derivada seja descontinua:

[f;¸]Σ 6= 0; (9.2)

Mostra-se [54] que as diferenciais da função f em ambos dominios df (1) = @¸f
(1)dx¸

e df (2) = @¸f
(2)dx¸ são contínuas. Segue então a relação fundamental

[df ]Σ = [@¸f ]Σ dx
¸ = 0

o que significa que [@¸f ]Σ é ortogonal à hypersuperficie. Em outras palavras,
deve existir um escalar ffl(x) tal que

[@¸f ]Σ = ffl(x)k¸

onde k¸ ≡ @¸Σ é o gradiente da superficie de discontinuidade Σ = constante:

O tipo de descontinuidade depende da ordem da equação diferencial investi-
gada. No contexto de segunda ordem, derivadas da ordem D ≥ 2 serão em
geral discontinuas. Quando existe uma tal descontinuidade, diz-se que existe
uma onda de choque em Σ. Esses choques estão sempre presentes quando
os campos obedecem equações diferenciais parciais hiperbólicas. Essas des-
continuidades se propagam ao longo da superficie Σ de uma forma especifica
determinada pelas equações de movimento.

Seja o caso do eletromagnetismo de Maxwell. Vamos assumir que o tensor ele-
tromagnetico F—� seja continuo através de uma hipersuperficie Σ mas sua pri-
meira derivada não o seja, isto é

[F—�]Σ = 0;

[F—�;–]Σ = f—� k–;

onde f—� é um tensor anti-simétrico não nulo. Calculando as discontinuidades
das equações de Maxwell no vácuo
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F —�;� = 0 e
∗
F —� ;�= 0

através Σ; obtém-se respectivamente

f —�k� = 0;

f—�k– + f�–k— + f–—k� = 0:

Contraindo Eq. acima com k– e usando a outra equação resulta

g—�k—k� = 0

isto é,

g—�
@Σ

@x—
@Σ

@x�
= 0

Derivando essa expressão e lembrando que k— é um gradiente segue

k—;–k
– = 0:

Chega-se ao resultado que a onda se propaga como geodésica nula na métrica
do background.

DE − 1

Consideremos agora a propagação da luz em meios dielétricos em movimento.
Neste caso, além do tensor de Faraday F—� , define-se um outro objeto anti-
simétrico P—� representando o campo electromagnetico no interior de meios ma-
teriais. Esses tensores se expressam em termos dos vetores E— e H� e das
excitações D— e B— como segue:
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F—� = E— v� − E� v— + ”—�
¸˛ v¸B˛;

P—� = D— v� −D� v— + ”—�
¸˛ v¸H˛;

onde v— é um vetor comovente com o dielétrico. Assume-se que as propriedades
eletromagnéticas do meio são caracterizadas pelas relações constitutivas

D¸ = › E¸;

B¸ = —H¸;

As equações de Maxwell em um meio dielétrico se escrevem [1]:

P —� ;� = 0;

∗F —� ;� = 0:

Consideremos o caso em que — ≡ —0 = constante e › = ›(E), onde E ≡√
−E¸ E¸: No caso particular em que ∇�v— = 0 escreva essas equações em

termos dos vetores D— e B—:

DE − 2

Definindo o vetor unitário l— escreve-se E— ≡ E l—, com l¸ l
¸ = −1: Usando as

condições de Hadamard,
[E—;–]Σ = e— k–

[H—;–]Σ = h— k–:
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nas equações
P —� ;� = 0;

∗F —� ;� = 0:

escreva a relação de dispersão correspondente.
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DE −BuracoNegro

Vamos exibir agora uma propriedade notável deste método de análise da propa-
gação dos fótons pela modificação da geometria por onde ele se propaga com
alguns exemplos nos quais os fótons experimentam situações semelhantes às
que ocorrem em presença de campos gravitacionais. Comecemos por mostrar
como é possível construir um Buraco Negro efetivo na teoria não-linear.

Consideramos os tensores ›—� e —¸˛ tais que podemos escrever no meio dielé-
trico

D¸ = ›¸
˛ E˛

B¸ = —¸
˛ H˛;

onde

›—� = ›(E) (”—� − v— v �)

—¸˛ = —0 (”¸˛ − v¸ v˛)

onde —0 é constante.

Mostre que existem dois modos de polarização que definem duas métricas efe-
tivas (uma para cada modo) dadas por

g (+)
—� = ”—� −

v— v�
c2

 
1− 1

c2 —0 ›

!

g (−)
—� = ”—� −

v—v�
c2

(1− f ) +
‰

1 + ‰
l—l�;

onde definimos as quantidades

f ≡ 1

c2—0›(1 + ‰)
; ‰ ≡ ›′E

›
; l— ≡

E—
E
; ›′ = d›=dE:
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Nestas fórmulas introduzimos a velocidade da luz c , que havíamos feito igual a
1 nas seções precedentes.

Considerando a geometria do background como do tipo de Minkowski e usando
coordenadas esféricas e

v— = (v0; v1; 0; 0); E— = (E0; E1; 0; 0);

obtemos para a métrica efetiva a expressão

g
(−)
00 = 1− v 2

0

c2
(1− f ) +

‰

1 + ‰
l20 ;

g
(−)
11 = −1− v 2

1

c2
(1− f ) +

‰

1 + ‰
l21 ;

g
(−)
01 = −v0v1

c2
(1− f ) +

‰

1 + ‰
l0 l1;

g
(−)
22 e g (−)

33 como na geometria de Minkowski. Os vetores v— e l— satisfazem os
vínculos

v 2
0 − v 2

1 = c2;

l20 − l21 = −1;

v0l0 − v1l1 = 0:

Este sistema de equações pode ser resolvido em termos da componente v1,
obtendo-se

v 2
0 = c2 + v 2

1 ;

l20 =
v 2

1

c2
; l21 =

c2 + v 2
1

c2
:

A forma explícita dos coeficientes métricos é dada por (Mostre!):

g
(−)
00 =

1− ˛2(c2—0›− 1)

c2—0(›+ ›′E)

g
(−)
01 = ˛

q
1 + ˛2

1− c2—0›

c2—0(›+ ›′E)
;

g
(−)
11 =

˛2 − c2—0›(1 + ˛2)

c2—0(›+ ›′E)
:
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onde ˛ = v1=c:

Segue, da expressão de g00 que, dependendo da função ›(E), esta métrica pos-
sui um horizonte em r = rh, controlado pela condição g00(rh) = 0 ou seja,

 
c2—0›−

1

˛2

! ˛̨̨̨
˛
rh

= 1:

Coordenadas de Painlevé-Gullstrand

A métrica acima tem uma forma bastante semelhante à solução de Schwarzs-
child, nas coordenadas de Painlevé-Gullstrand [55, 56]:

ds2 =

 
1− 2GM

r

!
dt2

P ± 2

s
2GM

r
dr dtP − dr 2 − r 2dΩ2:

Mostre que pela transformação de coordenadas

dtPG = dtS −
g01(r)

g00(r)
dr:

ou seja

dtP = dtS ∓

q
2GM=r

1− 2GM
r

dr;

esse elemento de linha se escreve nas coordenadas de Schwarzschild. Com
efeito, temos nas coordenadas novas:

g
(−)
11 = − ›(E)

(1− ˛2[c2—0›(E)− 1])(›(E) + ›(E)′E)
:

Note que g (−)
01 é zero no novo sistema de coordenadas e a posição do horizonte

não se altera e ainda é dado pela expressão anterior.
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Trabalhando nas coordenadas de Painlevé-Gullstrand a métrica para a polariza-
ção “−” descreve um buraco negro do tipo Schwarzschild. Vamos agora consi-
derar os fótons com a outra polarização. Eles são descritos pela métrica dada
por

g (+)
—� = ”—� −

v—v�
c2

 
1− 1

c2—0›(E)

!
:

Usando esta equação mostre que

g
(+)
00 = 1−

“
1 + ˛2

” 
1− 1

c2—0›(E)

!
;

g
(+)
01 = −˛

q
1 + ˛2

 
1− 1

c2—0›(E)

!
;

g
(+)
11 = −1− ˛2

 
1− 1

c2—0›(E)

!
:

Esta métrica corresponde a um buraco negro do tipo Scwhwarzschild para al-
gum ›(E) e ˛. Compare e determine onde se situa o horizonte.

Usando a mudança de coordenadas acima, podemos escrever a geometria efe-
tiva em termos das coordenadas convencionais de Schwarzschild. Os coeficien-
tes relevantes são dados por

g
(+)
00 =

1 + ˛2(1− c2—0›)

c2—0›
;

g
(+)
11 = − 1

1 + ˛2(1− c2—0›)
:

Assim, o horizonte está localizado em rh dado acima para fótons de qualquer
polarização.

Um exemplo
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Até o momento, ainda não específicamos as funções ›(E) e E(r) que determi-
nam a dependência dos coeficientes da métrica efetiva com a coordenada r . De
agora em diante nós assumiremos uma função ›(E) linear , um tipo de comporta-
mento exibido, por exemplo, em fluidos eletroreológicos [erf]. Especificamente,
consideraremos

› = ›0(ffl+ ffl(2)E(r))

com ffl = 1 + ffl(1). As equações de Maxwell não triviais se escrevem

“√
−‚ ›(r)F 01

”
;1

= 0:

Levando em consideração que (F 01)2 = E2

c2 ; obtemos como solução da Eqn. de
Maxwell para uma fonte pontual em um background plano em coordenadas es-
féricas

F 01 =
−ffl±

q
ffl2 + 4ffl(2)Q=›0r 2

2cffl(2)
:

Consideremos uma combinação particular dos parâmetros: ffl(2) > 0, Q > 0

e o sinal“+”na frente da raiz quadrada em F 01 de tal maneira que E > 0 para
todo r . Para se obter uma expressão em forma mais simples para a métrica, é
conveniente definir ff(r):

E(r) ≡ ffl

2ffl(2)
ff(r)

onde
ff(r) = −1 +

1

r

q
r 2 + q

q =
4ffl(2)Q

(›0ffl)2
:

Em termos de ff, a métrica toma a forma

ds2
(−) =

2− ˛2 [ ffl (ff(r) + 2)− 2]

2 ffl (1 + ff(r))
dfi2− 2 + ff(r)

[2− ˛2 (ffl (ff(r) + 2)− 2)] (1 + ff(r))
dr 2−r 2dΩ2;
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ds2
(+) =

2− ˛2 [ ffl (ff(r) + 2)− 2]

ffl (2 + ff(r))
dfi2 − 2

2 + ˛2 [2− ffl (ff(r) + 2)]
dr 2 − r 2dΩ2:

Note que o setor (t; r) destas métricas estão relacionados pela seguinte expres-
são:

ds2
(+) = Φ(r) ds2

(−)

onde o fator conforme Φ é dado por:

Φ = 2
1 + ff(r)

2 + ff(r)
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SOLUÇÕES

DE − 1

As equações se escrevem como

D—
;� v

� −D�
;� v

— + ”—�¸˛ v¸H˛;� = 0

B—;� v
� − B� ;� v

— − ”—�¸˛ v¸ E˛;� = 0:

Projetando paralelamente e ortogonalmente (via o projetor h—� = ”—� − v— v� )
tem-se (mostre):

› E¸;¸ −
›′ E¸ E˛

E
E¸;˛ = 0

—0H
¸

;¸ = 0;

› Ė– − ›′E– v¸ E—

E
E—;¸ + ”–˛ff vHff;˛ = 0;

—0 Ḣ
– − ”–˛ff v Eff;˛ = 0:
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DE − 2

Das equações das descontinuidades segue:

› k¸ e¸ −
›′

E
E¸ e¸ E

˛ k˛ = 0;

—0 h
¸ k¸ = 0;

› k¸ v¸ e
— − ›′

E
E– e– v

¸ k¸ E
— + ”—�¸˛ k� v¸ h˛ = 0;

—0 k¸ v
¸ h– − ”–˛ff k˛ v eff = 0

onde ›′ é a derivada de › em relação a E.

Combinando essas relações tem-se

 
”—� + (—0 ›− 1 + —0 ›

′E) v— v � − ›′

› E
E— E�

!
k— k� = 0:

Ou ainda, definindo a métrica efetiva:

bg—� k— k� = 0:

onde bg—� = ”—� + (—0 ›− 1 + —0 ›
′ E) v— v � − ›′ E

›
l— l�:

A inversa da métrica efetiva é dada por

bg—� = ”—� −
 

1− 1

—0 ›(1 + ‰)

!
v— v� +

‰

1 + ‰
l— l�;

onde
‰ ≡ ›′E

›
:

Em particular, quando › é constante, essa formula reduz-se à métrica de Gordon
[57]: bg—� = ”—� + (›—0 − 1) v— v �:
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A geometria efetiva que controla a propagação dos fotons é dada pela forma
generalizada de Gordon:

g¸˛ = diag

 
—(›+ ›′E); −›+ ›′E

›
; − 1

r 2
; − 1

r 2 sin2 „

!
: (9.3)

A partir dessa forma, devemos procurar em que condições ela pode se escrever
como uma solução tipo buraco negro estático, isto é,

g¸˛ = diag
„

1

A
; −A; − 1

r 2
; − 1

r 2 sin2 „

«
; (9.4)

onde A = A(r) é tal que A(r) = 1− rh=r descreve um buraco negro de Schwarzs-
child com raio do horizonte rh. Note que nessa mesma linha de análise pode-se
construir buraco negro de Schwarzschild, Reissner-Nordström ou de-Sitter de-
pendendo da forma da função A.

Uma solução pode ser obtida pondo

›+ ›′ E =
q
›=—

Pondo ademais, — = ›2
0=›

3 obtemos para a permissividade as expressões

›

›0

=
E0

E + E0

; if r > rh; (9.5)

›

›0

=
E0

E − E0

; if
1

2
rh < r < rh; (9.6)

›

›0

= 1; if r <
1

2
rh: (9.7)



10 GEOMETRIA EFETIVA EM TEORIAS
NÃO LINEARES DO ELETROMAG-
NETISMO

GEE − 1

Considere a teoria do campo eletromagnético descrita pela lagrangiana L = L(F )

onde F = F—� F
—� gerando a dinâmica

@— (LFF
—�) = 0: (10.1)

Use o método de Hadamard para obter a evolução das descontinuidades dessas
teorias. Mostre que somente no caso particular da dinâmica linear de Maxwell
as descontinuidades se propagam como geodésicas na mesma geometria onde
o campo está definido. Para qualquer outra teoria a propagação se dá através
de geodésicas em uma outra geometria, dependente do próprio campo. Mostre
que a geometria efetiva pode ser escrita em termos do tensor momento-energia
do campo.
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GEE − 2

Considere o caso geral da Lagrangiana dependente dos dois invariantes F e G

L = L(F; G):

cuja dinâmica é dada por

@� (LFF
—� + LGF

∗—�) = 0:

Use o método de Hadamard para obter a evolução das descontinuidades dessas
teorias.

GEE − 3

Mostre que é possivel escrever a geometria efetiva da teoria L(F; G) que controla
a propagação do foton sob a forma

g—� =M ”—� +N T —�:

Qual a forma (em função da lagrangiana e suas derivadas) deM e N?

GEE − 4
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A geometria efetiva por onde as descontinuidades do campo eletromagnético se
propagam tem uma forma muito envolvida. No entanto, existem teorias L(F; G)

nas quais a propagação se dá como se esta métrica efetiva fôsse a mesma do
background minkowskiano. Qual deve ser a propriedade dessas dinâmicas?

GEE − 5

Efeitos quânticos levaram a modificação da teoria eletromagnética de Maxwell
produzindo uma lagrangiana efetiva que para o caso de correção de primeira or-
dem foi calculado por Heisenberg e por Euler [7]. Para o limite de baixas frequên-
cias � � mec

2=h tem-se

L = −1

4
F +

—

4

„
F 2 +

7

4
G2
«
;

onde

—
:

=
8

45
¸2

 
~

me c

!3
1

me c2
;

¸ é a constante de estrutura fina. Calcule a geometria efetiva da lagrangiana de
Euler-Heisenberg.

GEE − 6Ocaminho do foton
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Considere o caso em que a teoria linear da eletrodinâmica se acopla à relativi-
dade geral. Nesse caso, a métrica efetiva se escreve

g—�ef k— k� ≡
 
g—� + 4

LFF
LF

F —¸ F �¸

!
k— k� = 0:

onde a métrica g—� é determinada pelas equações da relatividade geral na teoria
de Euler-Heisenberg em primeira ordem em —: Examine o caso estático e esferi-
camente simétrico que generaliza a solução de Reisner-Nordstron sob a forma

ds2 = A(r)dt2 − A(r)−1dr 2 − r 2d„2 − r 2sin2(„)d’2:

GEE − 7

Calcule a métrica efetiva inversa ĝ—� (forma covariante) no caso em que a lagran-
giana depende somente do invariante F:

GEE − 8

A dinâmica do eletromagnetismo sugerida por Born e Infeld é dada pela Lagran-
giana

L = 2˛2
√
U − 2˛2
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onde

U ≡ 1 +
F

2˛2
− G2

16˛4
:

A adição do termo constante em L tem somente o propósito de tornar nulo, no
infinito, o tensor de energia-momento do campo gerado por uma carga pontual.
Em um cenário cosmológico, ele pode ser interpretado como uma constante cos-
mológica. Born-Infeld mostraram que essa dinâmica pode ser escrita em termos
do determinante de um objeto sem simetria definida C—� construido como

C—� ≡ ”—� + F—�:

Explicitamente mostraram que a lagrangiana toma a forma L ∼ det [C—�]. Mostre
que, alternativamente, é possivel escrever esta Lagrangiana em termos do deter-
minante da métrica efetiva. Segue então que a teoria de Born-Infeld possui uma
curiosa propriedade auto-consistente em sua ação que pode ser descrita como:

A dinâmica de Born-Infeld do campo eletromagnético é obtida pelo principio variacional
que extremiza o determinante da métrica efetiva que controla a propagação de suas
ondas.

GEE − 9

Vamos combinar esse resultado anterior com a relatividade geral e considerar
que o background não é Minkowski mas sim um espaço curvo. Mostre então que
a relação entre a métrica efetiva e a curvatura da métrica do background permite
afirmar o seguinte:

O vetor de propagação l� de fotons lineares (obedecendo a teoria de Maxwell) é nulo
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na geometria do background
gb—� l

— l� = 0

e fotons não lineares (obedecendo a teoria de Born-Infeld) satisfazem a condição

Rb—� l
— l� = 0

onde Rb—� é o tensor de Ricci da geometria gb—� do background gerado pelo campo de
Born-Infeld segundo a dinâmica da relatividade geral.

GEE − 10

Considere uma teoria não linear do campo eletromagnético definido em um back-
ground de Minkowski. Vimos em exercicios anteriores que a propagação das
descontinuidades do campo faz aparecer uma segunda métrica bg—� tal que as
ondas sejam geodésicas nulas nessa métrica efetiva. Mostre que, como acon-
tece no caso do campo escalar existe uma classe especial de teorias tal que
sua dinâmica pode ser descrita como se ela estivesse em acoplamento minimo
com uma métrica gravitacional e de modo que essa métrica seja precisamente a
métrica efetiva.
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SOLUÇÕES

GEE − 1

Temos

(LF ”
—� − 4LFF F

—¸ F¸
�) k— k� = 0:

ou seja podemos interpretar a auto-interação do campo F —�; referente à propa-
gação das descontinuidades como a alteração efetiva da geometria do espaço-
tempo pela métrica efetiva dada por

g—� = LF ”
—� − 4LFF F

—
¸ F

¸�:

ou seja
g—� k— k� = 0:

O tensor de energia-momento (no caso L = L(F ) ) tem a forma

T—� = −4LF F—
¸ F¸� − L”—�:

A geometria efetiva se escreve

g—� =

 
LF +

LLFF
LF

!
”—� +

LFF
LF

T —�:

Segue então que o responsável pelo afastamento da geometria de Minkowski no
espaço-tempo por onde a onda eletromagnética se propaga é precisamente seu
tensor de energia.

A inversa da métrica é dada por

g—� g�– = ‹—– :
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ou seja:

g—� = a ”—� + b T—�;

onde a e b valem:

a = − b
 
L2
F

LFF
+ L+

1

2
T

!
;

b = 16
LFF
LF

h“
F 2 + G2

”
L2
FF − 16 (LF + F LFF )2

i− 1
;

e T = T¸¸ é o traço do tensor de energia-momento. Derivando a expressão
g—� k— k� = 0 obtemos o resultado desejado.

GEE − 2

Temos

[LF f
—� + 2AF —� + 2B F ∗—�] k� = 0;

onde A :
= 2 (‰ LFF + “ LFG), B :

= 2 (‰ LFG + “ LGG); and “
:

= F¸˛ f ∗¸˛. Contraindo
com F¸—k¸ and F ∗¸—k¸, respectivamente tem-se

»
‰ LF +

1

2
B G

–
”—� k— k� − 2AF �¸ F

¸—k�k— = 0

»
“ LF − B F +

1

2
AG

–
”—� k— k� − 2BF �¸ F

¸—k�k— = 0:

Pondo Ω
:

= “=‰ obtemos

Ω2 Ω1 + Ω Ω2 + Ω3 = 0;

onde as quantidades Ωi ; i = 1; 2; 3 valem
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Ω1 = −LFLFG + 2FLFGLGG + G(L2
GG − L2

FG);

Ω2 = (LF + 2GLFG)(LGG − LFF ) + 2F (LFFLGG + L2
FG);

Ω3 = LFLFG + 2FLFFLFG + G(L2
FG − L2

FF ):

A solução é

Ω =
−Ω2 ±

√
∆

2Ω1

;

onde ∆
:

= (Ω2)2 − 4Ω1Ω3: O caminho do foton é dado pela geodésica

g—� k— k� = 0;

onde a métrica efetiva g—� vale

g—� = LF”
—� − 4

h
(LFF + ΩLFG)F —–F

–� + (LFG + ΩLGG)F —–F
∗–�
i
:

GEE − 3

M = LF + G (LFG + ΩLGG) +
1

LF
(LFF + ΩLFG) (L− GLG)

N =
1

LF
(LFF + ΩLFG) :

Como consequência, a norma de Minkowski do vetor de propagação k— tem a
forma

”—�k— k� = −NMT —�k—k�:
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GEE − 4

Da equação da métrica efetiva segue imediatamente que a condição

LFF + ΩLF G = 0

permite afirmar que quando essa condição é satisfeita o foton se propaga em
uma métrica efetiva g—� que é conforme à geometria de Minkowski.

GEE − 5

O traço do tensor modificado de energia é dado por

T = —
„
F 2 +

7

4
G2
«
: (10.2)

Os coeficientesM e N da métrica associada são dados por

M = −1

4
+ —F; (10.3)

N = −2—: (10.4)

No caso particular em que o invariante F se anula temosM = −1=4 e N = −2—.
A métrica efetiva tem a forma

g—�EH =
„
− 1

4
+ —F

«
”—� − 2—T —�:
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GEE − 6Caminho do foton

Usando as equações de Euler-Heisenberg obtemos na primeira ordem em —;

A(r) = 1− 2m

r
+
»Q2

2r 2
− »—Q4

5r 6

A geometria efetiva tem a forma

k¸k˛g¸˛ = −4
LFF
LF

F —¸ F �¸ k— k�

onde a geometria do background é dada por

g̃ 00 = A(r)−1 [1 + 8—f (r)2]

g̃ 11 = −A(r) [1 + 8—f (r)2]

g̃ 22 = g 22

g̃ 33 = g 33

Assim, o foton se propaga na geometria modificada

ds̃2 = [1− 8—f (r)2][A(r)dt2 − A(r)−1dr 2 − r 2d„2 − r 2sin2„d’2

cujas geodésicas tem a forma:

[1− 8—f (r)2][A(r)ṫ = constant = h0
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r 2 ’̇ = constant = l0

ṙ 2 =
h2

0

[1− 8—f (r)2]
− l20A(r)

r 2 [1− 8—f (r)2]
:

onde o ponto significa derivada em relação a um parâmetro s̃ : Note que ajustou-
se condições iniciais „ = ı=2 e „̇ = 0: Mudando a variável, como é comum
nesses casos, tem-se r = 1=v e, então a equação radial de propagação do foton

v
′′

+ v = 3mv 2 −
 

1− 32
—h2

0

»l20
Q

!
»Q2v 3 + O(—2; v 4):

Deve-se notar que a contribuição do termo de correção quântica é da mesma
ordem que o termo gravitacional da teoria clássica de Reissner-Nordstron, exi-
bindo semelhança de propagação do foton seja em um campo gravitacional
na teoria linear do eletromagnetismo, seja na teoria não linear do eletromag-
netismo.

GEE − 7

A geometria efetiva tem a forma

g—� = LF‚
—� − 4LFF F

—
–F

–�

A inversa, g—� definida por

g—� g�¸ = ‹—¸
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se calcula usando as identidades

F —– F
–� − F ∗—– F ∗–� = − 1

2
F‚—�;

F ∗—– F
–� = − G

4
‚—�:

O resultado é
g—� = A‚—� + B F—

– F–�

onde A e B são dados por

A =
1

X
(LF + 2F LFF ) ;

B =
4LFF
X

;

X ≡ LF 2 + LFF
“

2F LF − G2
”
:

GEE − 8

Usando as expressões calculadas anteriormente para uma lagrangiana da forma
L = L(F; G) obtemos (mostrar esse resultado faz parte do exercicio) que, no caso
especial de Born-Infeld, todas as quantidades Ωi ; i = 1; 2; 3 são nulas. Nesse
caso, não se pode obter a métrica efetiva a partir da equação geral. No caso
especial em análise a métrica toma a forma

g—� =
1

4˛2 U
3
2

"
(˛2 +

F

2
) ”—� + F —– F

–�

#
Sua inversa é dada por

g—� = 4
√
U

"
”—� −

1

˛2
F—

– F–�

#
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Ou seja, temos uma só equação caracteristica (ao invés de duas) mostrando que
nessa teoria não ocorre o fenômeno de birefringência. Da formula do determi-
nante para a matriz A ≡ ”—¸g¸� = I − (1=˛2)F —¸ F

¸
� , tem-se:

detA = U2:

e, consequentemente, a lagrangiana deBorn-Infeld se escreve em termos do de-
terminante da métrica efetiva:

LBI = ˛2
»
1− 1

2
(det |g—�|)

1
4

–
:

GEE − 9

Da expressão do determinante temos

det

 
‹—� −

1

˛2
F —¸ F

¸
�

!
= U2

ou seja,

det

 
‹—� +

1

˛
F —�

!
= U:

Considere a expressão geral do tensor de energia-momento de uma teoria não
linear do eletromagnetismo

T—� = −4LF F—
¸ F¸� + (G LG − L) gb—�;

onde o indice b no tensor métrico refere-se à geometria do background. No caso
Born-Infeld, temos

T—� =
1√
U
F—

¸ F¸� +

 
G2

16˛2
√
U
− ˛2 + ˛2

√
U

!
gb—�
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Então

F—
¸ F¸� =

√
U T—� −

 
F

2
+ ˛2 − ˛2

√
U

!
gb—�:

e para o traço

T =
−F√
U

+
G2

4˛2
√
U
− 4˛2 + 4˛2

√
U

consequentemente a métrica efetiva se reduz a

g—� =
4U

˛2

„
−T—� +

1

2
T gb—�

«
Se usarmos as equações da relatividade geral pode-se escrever

g—� =
4U

˛2
Rb—�:

GEE − 10

A lagrangiana tem a forma
L = f (F + G)

para qualquer função f :





11 O CAMPO ESCALAR

Introdução

A geometria do espaço-tempo é determinada pelas forças gravitacionais. A pos-
sibilidade de tal identificação decorre do caráter universal desta interação. No
entanto, em certos casos, o tratamento de um outro tipo particular de interação
pode ser adaptado para a descrição dos processos de evolução em termos de
uma modificação efetiva da geometria. Este é o caso, por exemplo, com a propa-
gação de ondas de spin zero, spin um (fótons) em teorias não lineares e outras
configurações (ver por exemplo [58], [59]).

De fato, as descontinuidades em teorias não lineares propagam-se em curvas
que são geodésicas em uma métrica efetiva bg—� que depende não somente de
sua dinâmica mas também das propriedades do campo de background.

A importância de tais modelos análogos, caracterizados devido ao tratamento
geométrico de diversos fenômenos de natureza não gravitacional, está relaci-
onada à possibilidade de, através desta análise, estudar-se campos gravitacio-
nais. Como se pudessemos tratar a força gravitacional através de sua reprodu-
ção artificial em laboratório. O fato de que é possivel produzir casos específicos
de geometrias que apresentam propriedades similares às daquelas obtidas atra-
vés da relatividade geral, permite uma melhor compreensão do comportamento
dos próprios campos gravitacionais. Vimos isso no caso do campo eletromag-
nético e agora iremos examinar o caso do campo escalar.
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Dinâmica não linear de um campo escalar

CENL− 1

Considere a dinâmica de um campo escalar ’ dada por

L = L(w)

onde w ≡ @—’@
—ffi: Calcule sua equação de movimento e respectivo tensor de

energia-momento.

CENL−Descontinuidades

Nesta seção estaremos interessados em calcular as superficies características
da propagação das ondas nestas teorias. Usaremos o método de Hadamard
descrito em seção anterior. Faremos um breve resumo para o caso do campo
escalar.

Seja Σ uma superfície de descontinuidade do campo escalar ’: Consideraremos
’ e sua primeira derivada @—’ contínuas através de Σ, enquanto a segunda deri-
vada apresenta uma descontinuidade:

[’(x)]Σ = 0;

[@—’(x)]Σ = 0;

[@—@�’(x)]Σ = k—k�‰(x);
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onde k— := @—Σ é o vetor de propagação e ‰(x) a amplitude da descontinuidade.
Como no caso eletromagnético, mostre que a não-linearidade do campo escalar
sugere a introdução de uma geometria efetiva onde as ondas se propagam como
geodésicas. Qual a forma dessa geometria? Calcule a métrica efetiva inversa.
Escreva a métrica efetiva em termos do tensor de energia do campo escalar.

CENL− 0

Métrica efetiva no background de Minkowski

Seja o background dado pela geometria de Minkowski ”—�: Consideremos um
campo escalar que só depende do tempo ’ = ’(t) e que obedece a Lagrangiana

L = L(w) + V (’):

Mostre que a geometria efetiva bg experimentada pelas ondas de ’ nada mais é
do que a geometria espacialmente plana de Friedman:

ds2 = dt2 − a2(t)
“
dr 2 + r 2dΩ2

”
:

Com efeito, como ’ não depende das coordenadas espaciais a sua dinâmica
reduz-se simplesmente a:

’̈
“
Lw + 2(’̇)2Lww

”
= −1

2

‹V

‹’
;

onde o ponto representa derivada em relação ao tempo. Como w = (’̇)2 temos:

’̈Ψ = −1

2

‹V

‹’
:
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O elemento fundamental de linha se escreve:

ds2 = bg—�dx—dx� = dt2 − 1

Lw

„
dr 2 + r 2dΩ2

«
:

Note que Ψ = 1, isto é 2wLww = 1− Lw , leva a bgtt = 1.

CENL− 2

Existe alguma dinâmica para o campo escalar de tal modo que a métrica efetiva
se escreve sob a forma bg—� = ∆ (T—� −

1

2
T g—�);

onde ∆ é um funcional escalar do campo? Mostre que isso é possível para
dinâmicas descritas por Lagrangianas que satisfaçam a equação

L2
w + Lww (L+ w Lw ) = 0 (11.1)

onde Lw = @L=@’:

CENL− 3

Falsa inflação no espaço-tempo de Minkowski
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Como o campo escalar não-linear se propaga como uma geodésica em uma
métrica efetiva, podemos examinar alguns casos de interesse que podem con-
tribuir para um diferente ponto de vista na Cosmologia. Como exemplo, mostre
que existem dinâmicas do campo escalar [60] nas quais a métrica efetiva é se-
melhante à estrutura da geometria de deSitter.

CENL− 4

O caso da dinâmica Born-Infeld para o campo escalar

Vimos que a forma da dinâmica proposta por Born e Infeld para o campo eletro-
magnético tem propriedades excepcionais. Em particular mostramos que para
se obter a dinâmica do campo eletromagnético nesta teoria deve-se variar a geo-
metria efetiva e extremizar o determinante de sua métrica efetiva. Esta geometria
efetiva se define como sendo aquela que determina a estrutura causal associ-
ada à dinâmica gerada pela teoria BI. Mostre que uma propriedade semelhante
ocorre para o campo escalar.

Considere a teoria de um campo escalar controlado pela lagrangiana

L = F (w)− V (Φ)

onde w = @—Φ @—Φ: Escreva a equação de evolução do campo Φ:
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Mostre que as ondas (descontinuidades) se propagam como geodésicas na mé-
trica

ĝ—� = Lw ”
—� + 2Lww @—Φ @�Φ:

Calcule a inversa ĝ—� e seu determinante.

Mostre que a condição para que a métrica ĝ—� seja escrita em um sistema gaus-
siano (como no background) é dada por

Ψ ≡ Lw + 2w Lww = 1:

Considere o caso particular em que o potencial tem a forma

V (Φ) = −–2X (1 +
X

2
)

onde X ≡ exp(−2HΦ=–):

Mostre que quando Φ = Φ(t) a métrica efetiva é semelhante à estrutura do uni-
verso de deSitter [60].
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SOLUÇÕES

CENL− 1

A equação de movimento se escreve

1√
−g @—

„√
−gg—�Lw (@�’)

«
= 0;

ou
w Lww + Lw 2ffi = 0:

onde Lw = @L=@’: A expressão do tensor momento energia tem a forma

T—� = 2Lw ’; —’; � − Lg—�

cujo traço vale

T = − 4L+ 2w Lw :

CENL− 2

Aplicando o método de Hadamard se encontra:

k—k�

„
Lwg

—� + 2Lww@
—’@�’

«
= 0:



190 Capítulo 11. O campo escalar

Esta equação sugere a introdução de uma métrica efetiva definida por:

bg—� := Lwg
—� + 2Lww@

—’@�’

A inversa bg—� é dada pela condição ĝ—¸ĝ¸� = ‹—� . Então temos:

bg—� :=
1

Lw

„
g—� −

2Lww
Ψ

@—’@�’
«
;

onde Ψ := Lw + 2wLww .

Escrita em termos do tensor T—� tem-se:

bg—� := − Lww
L2
w

T—�
Ψ

+
1

Lw
(1− LLww

ΨLw
) g—�:

CENL− 3

Somente para simplificar nosso cálculo, vamos trabalhar em um sistema gaus-
siano. A primeira questão que aparece é: em que circunstância podemos usar o
mesmo tempo global que aparece na métrica do "background"? Do que vimos
acima, segue que as condições Ψ = 1 e ’ = ’(t) implicam que a variável t na
métrica do background

ds2 = dt2 − dff2

ainda é tempo global para a métrica efetiva. Lembre que

Ψ = Lw + 2w Lww = 1:

Esta equação pode ser imediatamente integrada gerando a Lagrangiana:

L = w + 2–
√
w − V;
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onde – é uma constante e V um potencial que não contém nenhuma função de
w , e em geral podemos escrever V = V (’). Note que além desta simplificação
formal, este caso pode ser entendido como uma perturbação da teoria linear
padrão, quando fizermos – = 0: Mostre que se pode construir uma falsa inflação
associada a potenciais V (ffi) usados na literatura [61] como

V (’) = −–2x (1 +
x

2
);

onde x ≡ exp−2H
–
’:

Note que a dinâmica descrita pela teoria

L = L(w) + V (’)

se escreve

1√
−” @—

“√
−” ”—�Lw @�Φ

”
+

1

2

‹V

‹Φ
= 0:

Se estamos interessados em uma geometria tipo de-Sitter, escrevemos a(t) =

expHt, H sendo um parâmetro real positivo. Para esta escolha, temos que:

a(t)2 =
1

Lw
;

conduz a:
√
w =

–

exp−2Ht − 1
:

Como
√
w é positivo – deve ser negativo. Assumindo ’̇ ≤ 0 (cálculos para ’̇ ≥ 0

são análogos) esta equação pode ser integrada:

’ =
–

2H
ln(exp 2Ht − 1) +K;

onde K é uma constante, que podemos colocar como zero. Conclusão: a obser-
vação da geometria efetiva bg—� levaria a acreditarmos, erroneamente, que vive-
mos em um universo de de-Sitter.
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CENL− 4

Temos bg—� := Lw”
—� + 2Lww@

—’@�’:

cuja inversa é dada por

bg—� =
1

Lw
”—� −

2Lww
Lw (Lw + 2wLww )

@—’@�’:

e o determinante vale

q
−bg = L−2

w

 
1 + 2

Lww
Lw

w

!−1=2 √
−”:

Temos
det bg—� = L− 4

w det Γ

onde a matriz Γ é definida como

Γ—� ≡ ‹—� + Q@—’@�’;

onde fizemos
Q ≡ −2Lww

Ψ

e
Ψ ≡ Lw + 2w Lww :

Temos
det Γ = − 1

4
T4 −

1

4
T 2

1 T2 +
1

3
T1 T3 +

1

8
T 2

2 +
1

24
T 4

1 :

onde Ta é o traço da matriz Γ elevada à potência a: Temos, respectivamente

T1 = 4 + X

T2 = 4 + 2X + X2
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T3 = 4 + 3X + 3X2 + X3

T4 = 4 + 4X + 6X2 + 4X3 + X4

Juntando estes termos na fórmula acima do determinante, encontramos

detΓ = −(1 + X):

Então
det bg—� = −L− 4

w (1 + X):

A dinâmica de Born-Infeld é dada pela Lagrangiana

L = 2˛2
√
U − 2˛2

onde
U ≡ 1 +

w

˛2
:

Seguimos a forma original e retiramos a "constante cosmológica"inerente à di-
nâmica de Born-Infeld. Segue então que podemos escrever esta Lagrangiana
em função da métrica efetiva:

L = 2˛2
q
−det bg—� − 2˛2

Métrica efetiva no background de Minkowski

Escrevendo a geometria de Minkowski ”—�: Consideremos um campo escalar
que só depende do tempo ’ = ’(t). A geometria efetiva bg experimentada por ’
nada mais é do que a geometria espacialmente plana de FRW dada por:

ds2 = dt2 − a2(t)
“
dr 2 + r 2dΩ2

”
: (11.2)
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Como ’ não depende das coordenadas espaciais a equação de Euler-Lagrange
reduz-se simplesmente a:

’̈
“
Lw + 2(’̇)2Lww

”
= −1

2

‹V

‹’
; (11.3)

onde o ponto representa derivada em relação ao tempo. Como w = (’̇)2 temos:

’̈Ψ = −1

2

‹V

‹’
: (11.4)

O elemento fundamental de linha se escreve:

ds2 = bg—�dx—dx� = dt2 − 1

Lw

„
dr 2 + r 2dΩ2

«
: (11.5)

Note que Ψ = 1, isto é 2Lww = 1−Lw , leva a bgtt = 1. Se estamos interessados em
uma geometria tipo de-Sitter, escrevemos a(t) = expHt, H sendo um parâmetro
real positivo. Para esta escolha, temos que:

a(t)2 =
1

Lw
; (11.6)

conduz a:
√
w =

–

exp−2Ht − 1
: (11.7)

Como
√
w é positivo – deve ser negativo. Assumindo ’̇ ≤ 0 (cálculos para ’̇ ≥ 0

são análogos) esta equação pode ser integrada:

’ =
–

2H
ln(exp 2Ht − 1) +K; (11.8)

onde K é uma constante, que podemos colocar como zero.

Conclusão: a observação da geometria efetiva bg—� levaria a acreditarmos, erro-
neamente, que vivemos em um universo de de-Sitter.

Gerando um Big-Bang sem gravitação

Consideremos a Lagrangiana

L = w + 2–
√
w − V;
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onde a forma do potencial é dada por

V = —2 ’2 + 2–—’0

s
1− ’2

’0

+
–

—
arcsin(

’

’0

)

No "background"de Minkowski a equação de movimento reduz-se à forma

Lww w + Lw @¸@
¸ ffi+

1

2

‹V

‹ffi
= 0:

Vamos procurar uma solução onde o campo é espacialmente homogêneo e só
dependa do tempo. Uma solução possível é dada por

ffi = ffi0 cos(—t):

A geometria efetiva é dada por (mostre)

ds2 = dt2 −
√
w

–+
√
w
dff2 (11.9)

Usando a solução acima, √
w = —ffi0 sin(—t)

onde 0 < —t < ı: O fator de escala toma a forma

a2(t) =
—ffi0 sin(—t)

–+ —ffi0 sin(—t)
:

A geometria efetiva é do tipo Friedmann: ela "começa"em t = 0; se expande
homogeneamente até o valor máximo do raio a(t) para depois contrair até a
singularidade em ı:

Gerando um Big-Bang na geometria não-singular de de-Sitter

Vamos mostrar agora (a maior parte dos cálculos será deixada como exercício)
que a geometria efetiva pode transformar uma geometria regular como de-Sitter
em uma estrutura singular como fizemos acima no caso do "background"de
Minkowski.

Seja a geometria dada por

ds2 = dt2 − e2H t dff2
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Considere a teoria anterior

L = w + 2–
√
w − V;

onde o potencial agora assume uma forma distinta dada por

V = —2 ffi2 − 2–—

s
1− (

ffi

ffi0

)2 + (p2ffi0 +
–

—
) arcsin

ffi

ffi0

+ p ffi

s
1− (

ffi

ffi0

)2 + 6H–ffi

onde p ≡ 3H—ffi0:

Deixaremos como exercício mostrar que uma solução possível é dada por

’ = ’0 cos(—t):

A métrica efetiva é
ds2 = dt2 − A2(t) dff2

onde
A2 =

—’o sin(— t)

–+ —’o sin(— t)
e2H t :

Embora a métrica do "background"é tipo de-Sitter (sem singularidade), a métrica
efetiva é singular em t = 0:

Modificação da geometria

Do que vimos, podemos extrair o seguinte procedimento:

Dada uma geometria do tipo Friedmann

ds2 = dt2 − a2(t) dff2

e um campo escalar ’ cuja dinâmica é dada por

L = w + 2–
√
w − V (11.10)
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onde – é um parâmetro livre e o potencial V depende somente de ’; as descon-
tinuidades do campo se propagam em uma métrica efetiva

ds2 = dt2 −
√
w√

w + –
dff2:

O problema inverso seria o seguinte: dar a expressão do fator de evolução da
parte espacial e em seguida calcular a expressão do potencial V (’) capaz de
gerar esta geometria.





12 COSMOLOGIA GERADA POR UM
CAMPO ESCALAR NA RG

CE − CG− 1

Considere a teoria não linear do campo ’ dada pela lagrangiana

L = L(w)

onde w ≡ @—’@�’g
—�: Calcule a expressão do seu tensor de energia-momento.

Usando a decomposição de T—� em termos de um campo de velocidade identifi-
cado com

v— =
@—’q
|w |

calcule suas partes irredutiveis (densidade de energia, pressão, fluxo de calor
e pressão anisotrópica). Particularize em seguida para a teoria da forma Born-
Infeld escalar dada por

LBI = −
√
b w + e

onde b e e são constantes.
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CE − 2

Considere o caso particular da teoria dada por [62]

L = −A
q
w (Σ2 − w)

onde A e Σ são constantes. O espectro permissivel para w se restringe ao do-
minio (0;Σ2). Calcule as expresões da densidade e da pressão. Qual o estado
fundamental desta teoria? Mostre que para valores da densidade muito grandes
(comparados com o produto AΣ2 o fluido toma a forma assintótica de um gas
de Chaplygin [moschella]. Na interpretação de fluido da distribuição de energia
do campo escalar a quantidade importante que controla a estabilidade das per-
turbações (chamada por analogia, "velocidade do som") é dada pela quantidade
c2
s = (@p=@w)=(@=@w) que no caso da lagrangiana acima é dada por

c2
s =

2w 2 − 3 Σ2 w + Σ4

2w 2 − 3 Σ2 w
:

Estude essa velocidade comparando-a com a da luz.

CE − 3

Nesta teoria acima, considere um cenário de um universo espacialmente homo-
gêneo e isotrópico como Friedman. Mostre que a aceleração do universo muda
de sinal durante sua evolução. Neste cenário cosmológico controlado pela teo-
ria escalar tipo Born-Infeld modificado existe um caso onde a geometria de Fri-
edman toma a forma especial de Milne, de um universo de Minkowski. Quando
isso acontece? [62]
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CG − 4

Considere uma teoria não linear de um campo escalar definido em um back-
ground de Minkowski. A propagação das descontinuidades do campo faz apa-
recer uma segunda métrica bg—� tal que as ondas sejam geodésicas nulas nessa
métrica efetiva. Mostre que existe uma classe especial de teorias [7] tal que
sua dinâmica pode ser descrita como se ela estivesse em acoplamento minimo
com uma métrica gravitacional e de modo que essa métrica seja precisamente a
métrica efetiva.
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SOLUÇÕES

CE − 1

Por definição

T —� =
2√
−g

‹(
√
−g L)

‹g�
:

então
T—� = −L g—� + 2Lw @—’@�’:

onde Lw = @L=@w: No caso onde usamos o gradiente do campo como a veloci-
dade do fluido para representá-lo trata-se de um fluido perfeito onde as únicas
quantidades não nulas são:

 = −L+ 2w Lw

p = L:

E, no caso tipo Born-Infeld tem-se

 = e=
√
b w + e

p = −
√
b w + e

ou seja, corresponde ao chamado gas de Chaplygin [63]:

p = −e

:
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CE − 2

Trata-se do estado onde a distribuição de energia tem a forma de uma constante
cosmológica. Isso acontece para

w0 = Σ2=2:

Tem-se, em geral,

 =
Aw 2q

w (Σ2 − w)

p = −A
q
w (Σ2 − w):

A equação de estado se escreve

 =
„
AΣ2 +

q
A2 Σ4 − 4p2

«2

= 4p:

Então quando � AΣ2 tem-se

p ' −A
2Σ4


:

No estado fundamental tem-se

v =
AΣ2

2
= −pv:
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CE − 3

A aceleração do universo muda de sinal no ponto

wa =
3

4
Σ2

pois a aceleração é controlada pela expressão

ä

a
=
Aw (4w − 3Σ2)q
w (Σ2 − w )

CE − 4

Devemos ter a dinâmica escrita alternativamente sob a forma

b2’ ≡ 1√
−bg @—

„q
−bg @�’ bg—�« = 0:

Ou seja, a forma da lagrangiana deve satisfazer

2w Lww + Lw − L5
w = 0:



13 TEORIA GEOMÉTRICA ESCALAR
DA GRAVITAÇÃO

Comentário

Logo após o estabelecimento da teoria da relatividade especial (RE) ficou claro
para vários cientistas que a teoria da gravitação de Newton deveria ser modifi-
cada seriamente para compatibilizá-la com as novas ideias da RE. Entre 1905 e
1912 Einstein, Nordstron, Abraham e outros fisicos, examinaram a possibilidade
de transformar o campo escalar tri-dimensional ’N newtoniano em um campo
escalar ffi no espaço-tempo quadri-dimensional. Einstein e Nordstron sugeriram
que essa nova teoria gravitacional deveria ter duas propriedades básicas:

• O campo livre deveria obedecer à dinâmica linear 2ffi = 0;

• A geometria do espaço-tempo por onde os corpos materiais deveriam se
movimentar não seria mais a descrita na relatividade especial mas sim por
uma geometria conforme dada por g—� = ffi”—�:

Pouco tempo depois os fisicos realizaram que uma tal estrutura geométrica não
poderia descrever todos os processos gravitacionais. Quais processos de ori-
gem gravitacional não poderiam ser descritos por essa teoria?

Recentemente [64] essas dificuldades foram resolvidas pela teoria geométrica
escalar GSG. É dessa teoria que extraimos os exercicios a seguir.
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GSG − 1

Considere a teoria de um campo escalar dada pela Lagrangiana

L = V @—Φ @�Φ ”—� (13.1)

No caso em que V = 1=2 ela descreve o campo de Klein-Gordon. A equação de
Φ se escreve

2MΦ +
1

2

V ′

V
w = 0;

ou seja

2MΦ =
1√
−”@—

“√
−” ”—� @�Φ

”
onde V ′ ≡ dV =dΦ e ” é o determinante de ”—�:

Mostre que é possivel escrever essa teoria em uma métrica riemanniana q—�

definida somente em termos da metrica de Minkowski e do campo escalar de tal
modo que na geometria q—� a dinâmica se escreve sob a forma [64]

2Φ = 0

onde

2Φ =
1√
−q@—

“√
−q q—� @�Φ

”
:

GSG − 2
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Considere a metrica de Minkowski dada no sistema de coordenadas (t; R; „; ’)

na forma

ds2 = dt2 − dR2 − R2 dΩ2

Considere o exercicio anterior no caso especial em que o campo Φ dependa
só da variavel R escreva a equação de movimento que deve ser satisfeita pelo
campo Φ: Qual a forma da métrica associada?

GSG − 3

Considere o caso anterior de um campo escalar dependendo somente da coor-
denada radial R e satisfazendo a equação

2Φ = 0

na métrica q—�: Fazendo a transformação de coordenada de R para r definida por

R =
√
¸ r

escreva a forma da metrica q—�no sistema de coordenadas (t; r; „; ’): Qual a
forma do potencial V para que essa geometria coincida com a de Schwarzs-
child?

GSG − 4
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Considere a métrica de Minkowski sob a forma [65]

ds2
M = dt2 − dR2 − R2 dΩ2:

fazendo a transformação R =
√
¸ r onde ¸ depende somente de r encontramos

ds2
M = dt2 − ¸

 
1

2¸

d¸

dr
r + 1

!2

dr 2 − ¸r 2 dΩ2:

Considere a métrica gravitacional dada por

q—� = ¸”—� +
˛

!
@— Φ@� Φ:

Quando o campo Φ = Φ(r) depende somente de r obtemos

ds2 =
1

¸
dt2 − B dr 2 − r 2 dΩ2;

onde

B ≡ ¸

¸+ ˛

 
1

2¸

d¸

dr
r + 1

!2

:

A dinâmica do campo na métrica q—�;

2Φ = 0

ou seja
r 2 dΦ=dr

¸Σ
= constant

onde
Σ =

1− 3—=r + d—=dr

1− 3—=r
:

onde fizemos a transformação convencional

¸ = 1− 2—(r)

r
:

Segue que a equação para ¸ se transforma em uma cúbica:

›
√
¸+

1

¸
− a

r
= 1:

onde › e a são duas constantes independentes. Uma solução foi examinada
em exercicio anterior (geometria de Schwarzschild) para › = 0:. Mostre que a
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métrica gravitacional para o caso em que a outra constante se anula a = 0 é
dada por

ds2 = (1− ff) dt2 − (1− ff)

(1− 3ff=2)2
dr 2 − r 2 dΩ2:

Mostre que essa geometria não é plana.

GSG − 5

A dinâmica do campo escalar que determina a interação gravitacional é dada por
[65]

√
V 2Φ = −»ffl;

com

V =
(¸− 3)2

4¸3

onde ¸ = exp(− 2 Φ) e » = 8ı G
c4 : A fonte ffl no caso de um fluido perfeito é dada

por

ffl =
1

2

 
3 e2Φ + 1

3 e2Φ − 1
E − T

!
:

onde T é o traço do tensor momento-energia definido convencionalmente por

T—� ≡
2√
−q

‹(
√
−q Lm)

‹q—�
:

e a expressão de E consiste na projeção

E ≡ T —� @—Φ @�Φ

Ω
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Ω ≡ @—Φ @�Φ q—�:

Definindo o vetor unitário do tipo-tempo

I— =
@—Φ√

Ω

e, no caso cosmológico onde o campo depende somente do tempo gaussiano o
tensor de energia se escreve

T —� = (+ p) I— I� − p q—�:

Quando o campo Φ depende somente do tempo e a métrica tem a configuração
espacial homogênea e isotrópica. Calcule a evolução do fator de escala. Qual
a condição para que exista aceleração? Compare com a situação no caso da
relatividade geral.
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SOLUÇÕES

GSG − 1

A métrica tem a forma

q—� = ¸”—� +
˛

!
@— Φ@� Φ

onde
! = @— Φ@� Φ ”—�

e ¸ e ˛ sao funcoes do campo Φ satisfazendo uma condicao unica:

¸+ ˛ = ¸3 V:

Para obtermos o limite newtoniamno pomos

¸ = exp(−2Φ)

Calcule a inversa q—� definida pela relação

q—– q
–� = ‹�—:

CE − 2

Temos
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¸
′√
V

¸
=

A

R2

onde A é uma constante e ¸′ = d¸=dR:

ds2 =
1

¸
dt2 − 1

¸3 V
dR2 − R2

¸
dΩ2

GSG − 3

ds2 =
1

¸
dt2 − B dr 2 − r 2 dΩ2

onde

B =
¸

¸+ ˛

 
1

2¸

d¸

dr
+ 1

!
:

Pondo
˛ =

1

4
(¸− 1) (¸− 9)

temos

V =
(¸− 3)2

4¸3

e nesse caso a geometria é a de Schwarzschild.

GSG − 4
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Pondo
¸ = 1− 2—(r)

r
a dinâmica do campo Φ tem a forma

2Φ = 0

ou seja
r 2 dΦ=dr

¸Σ
= constant

onde
Σ =

1− 3—=r + d—=dr

1− 3—=r
:

Dai a equação de ¸ é

›
√
¸+

1

¸
− a

r
= 1:

O valor › = 0 corresponde ao caso — = constante (a massa) gerando a métrica
de Schwarzschild onde Σ = 1:

Consideremos o caso a = 0 que gera a solução

—(r) =
ff r

2
onde ff é constante e o campo tem a forma

Φ =
1

2
ln(1− ff):

A métrica gravitacional é dada por

ds2 = (1− ff) dt2 − (1− ff)

(1− 3ff=2)2
dr 2 − r 2 dΩ2:

Essa geometria não é plana. Em particular temos

R„„ = R’’ =
ff (9ff − 8)

4 (1− ff) r 2
:

e então

R = − ff (9ff − 8)

2 (1− ff) r 2
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R¸˛—� R
¸˛—� = R—� R

—� = R2:

Note que para ff = 0 o campo gravitacional Φ se anula e a métrica colapsa para
a geometria de Minkowski.

GSG − 5

Quando Φ depende so do tempo, a métrica tem a forma

ds2 = dt2 − a2(t) (dx2 + dy 2 + dz2)

onde

exp(−2 Φ) = ¸ =
1

a2
:

A dinâmica da GSG se escreve:

2

»

√
V

 
ä

a
+ 2

ȧ2

a2

!
= −(2− 3–+ 9– a2)

1− 3 a2
0 a

−3(1+–):

onde a pressão p = – :

Na relatividade geral temos a expressão:

ä

a
= −»

6
(1 + –) :



14 COSMOLOGIA DE NEUTRINO

Nessa seção construiremos um modelo cosmológico na relatividade geral tendo
como fonte um campo spinorial de Dirac. Em seção posterior iremos considerar
a teoria spinorial não-linear de Heisenberg na formação de um outro cenário
para a cosmologia.

CN − 1

Considere a métrica [35]

ds2 = dt2 − 2A(t)dzdt − C2(t)(dx2 + dy 2)

Mostre que na relatividade geral essa geometria pode ser gerada por neutrinos
livres da forma

 =

0@ ffi

ff1ffi

1A

com

ff1 =

0@ 0 1

1 0

1A
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ffi =

0@ ffi1

ffi2

1A :
Mostre que a compatibilidade dessa forma do spinor como fonte daquela geo-
metria requer a equação

C̈

C
− Ȧ

A

Ċ

C
= −2 Im(ffi+ ffi̇)

Mostre que as únicas componentes do tensor momento-energia do campo do
neutrino são

T00 = T11 = −T01 = − 8 Im(ffi+ ffi̇)

CN − 2

Base de neutrinos fantasmas: O estado do neutrino que cria curvatura é com-
posto de estados-fantasmas cada um dos quais não cria curvatura.

Considere uma solução da equação de Dirac na geometria dada no exercicio
anterior, tal que ffi+ ffi̇ = 0: Pelo que vimos uma tal solução não gera curvatura.
Trata-se de um neutrino-fantasma. Como a equação de Dirac é linear, mas o
tensor momento-energia do campo do neutrino é não linear, segue que a soma
de duas dessas soluções produz curvatura.

Mostre que toda solução do campo de neutrino pode ser construida como com-
binações desses neutrinos-fantasmas. Isto é, mostre que eles podem gerar uma
base completa de soluções da equação do neutrino.
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Dessa forma, pode-se afirmar a existência, nessa geometria acima, de uma base
de neutrinos-fantasmas, tal que o estado do neutrino que gera curvatura é com-
posto de uma coleção de estados-fantasmas, cada um dos quais não gera cur-
vatura [66].



218 Capítulo 14. Cosmologia de neutrino

SOLUÇÕES

CN − 1

O tensor de energia-momento do campo spinorial é dado por

T—� =
i

4
Ψ̄‚(—∇�)Ψ−

i

4
∇(—Ψ̄‚—)Ψ

As únicas componentes do tensor de Ricci dessa métrica são:

R00 = R11 = −R01 = − 8

"
C̈

C
− Ȧ

A

Ċ

C

#



15 ELETRODINÂMICA NÃO-LINEAR EM
ESPAÇOS CURVOS

Vamos examinar agora algumas situações físicas envolvendo teorias não-lineares
do eletromagnetismo e a gravitação descrita pela teoria da Relatividade Geral.

ENL− 1

Existem sete tipos diferentes de interação não-minima da campo eletromagné-
tico com a métrica. Quais são eles?
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ENL− 2

Considere um campo eletromagnético interagindo minimalmente com a gravita-
ção descrita no esquema da relatividade geral. Calcule o caso estático em que
uma carga Q produz um campo elétrico E e o campo gravitacional correspon-
dente.

ENL− 3

Teorias não-lineares do campo eletromagnético permitem realizar estados inter-
pretados como "vazio clássico"onde o tensor de energia do campo pode ser
identificado como sendo de uma constante cosmológica. Quais são as condi-
ções minimas para que este estado exista em uma dada teoria L(F )?

ENL− 4
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Regime assintótico

Considere a teoria do campo eletromagnético controlada pela lagrangiana

L = ¸2 F 2 − 1

4
F − —2

F
+
˛2

F 2

Examine o comportamento do campo elétrico de uma partícula pontual no infi-
nito espacial desta teoria no caso estático onde F01 = E(r) é a única componente
não-nula do campo. Mostre que a distribuição da energia é anisotrópica, mas no
infinito ela se comporta como uma constante cosmológica se no limite r →∞ o
campo vai para um valor constante diferente de zero. Se adicionarmos um termo
extra na Lagrangiana pode-se eliminar o campo residual constante no infinito.
No caso da eletrodinâmica linear de Maxwell esta ambiguidade não aparece.

ENL− 5

Mostre que a teoria não-linear do eletromagnetismo de lagrangiana

L = ¸2 F 2 − 1

4
F − —2

F
+
˛2

F 2

admite uma solução especial na qual sua distribuição de energia coincide com
uma constante cosmológica. Compare com as duas propostas de Born e Infeld
de teorias dadas por

L1 = −˛2
√
U

L2 = −˛2
√
U + ˛2
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A escolha de L2 foi a preferida por eles, baseada na hipótese de que o campo
eletromagnético deve ser nulo no infinito espacial.

ENL− 6

Estude o estado do vazio, a solução estática e a positividade da energia da teoria

L = − F
4
− —2

F
:

ENL− 7

As equações de Maxwell no vazio são invariantes por rotação dual. Isso significa
que a dinâmica do campo não é afetada pela transformação infinitesimal

eF—� = cos „ F—� + sin „ F ∗—�

eF ∗—� = − sin „ F—� + cos „ F ∗—�
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Com efeito, temos para a Lagrangiana de Maxwell a transformação

eL = (cos2− sin2)L+ 2 cos „ sin „ G:

Se „ é constante, então o termo adicional na Ação de Maxwell nada mais é do
que uma integral topológica (divergência total) que não contribui (em geral) para
a dinâmica do campo. É possível generalizar a rotação dual de tal modo que
ela não seja global, mas sim local? Em outras palavras, podemos manter a
invariância do eletromagnetismo quando o ângulo de rotação dual for função de
ponto? Ver [67].
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SOLUÇÕES

ENL− 1

Existem sete tipos diferentes de interação não-minima da campo eletromagné-
tico com a métrica e podemos dividi-los em duas classes:

Classe I (violando a invariância de gauge)

L1 = R W—W
—

L2 = R—�W
—W �

Classe II (preservando a invariância de gauge)

L3 = R F—�F
—�

L4 = R F—�F
—
∗
�

L5 = R—� F
—
¸F

¸�

L6 = R¸˛—� F¸˛ F
�—

L7 =
∗
R¸˛—� F¸˛ F —�

Note que a classe I não requer nenhuma constante dimensional para constituir
uma lagrangiana; no entanto a classe II requer a introdução de uma constante
com dimensão L2:
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ENL− 2

Solução estática e esfericamente simétrica e o regime assintótico

Temos para a forma da geometria:

ds2 = e� dt2 − e– dr 2 − r 2(d„2 + sin2„ d’2)

A única componente não-nula do campo elétrico é dada por

F01 = E(r)

temos então

F 01 = g 00 g 11 F01 = − e−(�+–) E

e, consequentemente

F = − 2 e−(�+–) E2:

Da expressão do tensor momento-energia dada por

T—� = − 4LF F—
¸ F¸� − L g—�

segue que as unicas componentes não-nulas são:

T00 = −L e� − 4LF e
−– E2

T11 = L e– + 4LF e
−� E2

T22 = r 2 L

T33 = r 2 sin2„ L

A expressão das componentes do tensor

G—� ≡ R—� −
1

2
R g—�
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é dada por

G0
0 = e−– (

1

r 2
− –′

r
)− 1

r 2

G1
1 = e−– (

1

r 2
+
� ′

r
)− 1

r 2

G2
2 =

1

2
e−– (� ′′ +

(� ′)2

2
+
� ′ − –′
r
− –′ � ′

2
)

G3
3 = G2

2

As equações da relatividade geral reduzem-se a:

e−–
 

1

r 2
− –′

r

!
− 1

r 2
= L+ 4LF e

−(�+–) E2

e−–
 

1

r 2
− � ′

r

!
− 1

r 2
= L+ 4LF e

−(�+–) E2

1

2
e−–

 
� ′′ +

(� ′)2

2
+
� ′ − –′
r
− –′ � ′

2

!
= L

Além destas, tem-se a equação do campo elétrico:

@�(
√
−g LF F —�) = 0:

Usando essas equações obtém-se

� ′ + –′ = 0:

ou seja � + – é constante. Segue então que a equação do campo elétrico E

coincide com a equação do campo no caso em que a geometria é do tipo de
Minkowski, isto é

r 2 LF E = constante:

No caso linear de Maxwell, é possivel encontrar imediatamente uma solução
completa do sistema acoplado dos campos elétrico e gravitacional dada por

E =
Q

r 2

e� = 1− rH
r

+
Q2 G

2 c4 r 2
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onde
rH = 2GM

e G é a constante de Newton.

ENL− 3

Chamamos vazio clássico não-nulo toda solução das equações dinâmicas de
uma teoria não-linear representada por uma lagrangiana L(F ) que satisfaz as
três condições:

• A solução possui o invariante constante, isto é,

F = Fv ;

• O valor da Lagrangiana no ponto v não é zero, isto é,

L(Fv ) 6= o;

• O valor da primeira derivada da Lagrangiana em relação a F no ponto v é
zero, isto é,  

d L

d F

!
v

= 0:

Nesse caso, a distribuição de energia do campo é dada por

T—� = L(Fv ) g—�;

ou seja, pode ser interpretada como uma constante cosmológica.
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ENL− 4

O tensor momento-energia tem a forma:

T—� = −L”—� − 4LF F—¸ F
¸�

que, no presente caso onde a unica componente não-nula do campo elétrico é
dada por F01 = E(r) possui a forma anisotrópica

T 0
0 = T 1

1 =
1

4E4

“
48¸2E8 + 2E6 − 6—2E2 − 5˛2

”
T 2

2 = T 3
3 = − 1

4E4

“
16¸2E8 + 2E6 + 2—2E2 + ˛2

”
No regime assintótico, onde E = E∞ = E0 obtemos

16¸2 E4
0 + E3

0 − —2 E0 − ˛2 = 0:

A expresão da distribuição de energia-momento adquire nesse limite a forma
diagonal e isotrópica

T 0
0 = T 1

1 = T 2
2 = T 3

3 = − 1

4E2
0

“
E3

0 + 3—2 E0 + 2˛2
”

que imita a distribuição de energia tipica de uma constante cosmológica.

Comentário

Para uma teoria não-linear do eletromagnetismo uma nova possibilidade ocorre
no que concerne à esta estrutura no infinito. Isto significa que para uma eletro-
dinâmica não-linear o fato de o campo se tornar constante no infinito espacial
não implica que ele seja nulo. Tal propriedade pode ser traduzida através da
seguinte questão formal: qual é o regime assintótico da métrica? Será ela uma
geometria do tipo Minkowski ou do tipo deSitter?

Na eletrodinâmica linear a resposta a esta pergunta é conhecida e não coloca
nenhuma dúvida: o espaço de Minkowski. O mesmo não pode ser dito no caso
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em que o campo auto-interativo é combinado com as equações da relatividade
geral. A possibilidade de uma geometria tipo deSitter aparece como uma boa
solução, em teorias onde o estado LF = 0 existe. Uma tal situação é melhor
explicitada no contexto da cosmologia.

ENL− 5

Uma simples inspeção na equação de movimento da teoria não-linear mostra a
existência de uma solução particular tal que a distribuição de energia é a mesma
de um estado fundamental do tipo vácuo representado por uma constante cos-
mológica. De fato,

(LFF
—�);� = 0:

Consideremos a solução F = F0 = constante tal que

2¸2F 4 − F 3

4
+ —2F − 2˛2 = 0:

Esta é a condição que satisfaz a eq. de movimento, uma vez que LF se anula
neste valor F0: Neste estado o tensor energia momento toma a forma:

T—� = Λ g—�;

onde
Λ = −L(F0):

Esta propriedade é típica da eletrodinâmica não-linear. Uma tal possibilidade
não pode estar presente na teoria de Maxwell.

O vazio fundamental de que falamos acima não existe em todas teorias não-
lineares. Para entender o que acontece nestes casos vamos voltar ao exemplo
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da teoria de Born-Infeld. Consideremos a teoria dada por

L = −˛2
√
U (15.1)

Neste caso o tensor de energia-momento se escreve

T—� =
1√
U
F—

¸ F¸� + (
G2

16˛2
√
U

+ ˛2
√
U) g—� (15.2)

Note que a derivada da Lagrangiana em relação ao invariante F não se anula,
pois ela vale

LF =
1√
U
:

Entretanto, quando o campo é nulo, isto é, F—� = 0 aparece um resíduo na ener-
gia do tipo

T—�(0) = ˛2 g—�:

Este valor pode ser excluído da Lagrangiana pois ele não representa um estado
fundamental não-nulo para o campo.

De outro modo, quando a teoria for tal que uma solução na qual 
d L

d F

!
v

= 0

existe e o valor correspondente Fv não é zero, então está-se em presença de um
estado legitimo do campo, que chamamos de estado fundamental.

ENL− 6

A equação de movimento assume a forma„
(1 +

2—

F
) (1− 2—

F
)F —�

«
; �

= 0
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Vazio clássico

Dentre todas as soluções possíveis de uma teoria não-linear uma tem especial
relevância. Trata-se daquela que anula a primeira derivada da Lagrangiana em
relação ao invariante F: Na teoria que estamos examinando, isso ocorre para

F 2
v = 4—2:

Neste estado o tensor momento-energia tem a forma de uma "constante cosmo-
lógica"dada por

T—� = Λ g—�;

Positividade da energia

Da expressão da energia

 =

 
1− 4—2

F 2

!
E2 +

F

4

 
1 +

4—2

F 2

!

vemos que a situação mais perigosa ( aquela que permitiria a esta função  não
ser positiva sempre ) ocorre quando só existe o campo elétrico. Fazendo B = 0

temos

 =
E2

2
(1− 3—2

E4
)

Neste caso, se E4 < 3—2 então a densidade de energia poderia ser negativa.
Isso acarretaria,como vimos acima, que uma dada fonte de carga Q poderia ge-
rar configurações que seriam interpretadas como se esta carga trocasse seu
sinal ao passar pelo ponto em que a densidade se anula. Para esclarecer esta
situação, vamos examinar o caso do campo gerado por uma carga isolada.

O campo estático de uma carga puntiforme
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Pondo

F01 = E(r)

como a única componente não-nula do campo, temos para a equação de E em
um sistema de coordenadas esférico

LF E r
2 = constante

No caso em questão,

E − —2

E3
=
Q

r 2

Segue daí que

• Quando r → 0; então E →∞;

• Quando r →∞; então E4 → —2;

Note que o limite do campo na região assintótica fica determinado pelo valor da
constante —: Vemos então que o campo – uma função monótona – diverge na
origem (r = 0) e tende assintoticamente ( quando r → ∞) para o valor mínimo
E4
∞ = —2:

Isso significa que a Lagrangiana neste valor mínimo do campo não se anula. No
caso da teoria linear de Maxwell, o valor mínimo é zero e neste valor a Lagran-
giana se anula, assim como a densidade de energia. Para que o mesmo ocorra
aqui,nós iremos adicionar — ao estilo Born-Infeld – uma constante na Lagrangi-
ana que passa a ser dada por

L = − F
4
− —2

F
− —

Assim, a densidade de energia tem o valor

 =
E2

2
− 3—2

2E2
+ —

No limite assintótico, quando o campo vai para a constante E∞ a densidade de
energia vai para zero.
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ENL− 7

Em geral, desde o artigo seminal de Yang e Mills de 1954, tem sido costume
realizar uma tal extensão de uma simetria global para uma simetria local, através
do chamado mecanismo de gauge. Exemplo mais simples é o da simetria U(1):

Consideremos a teoria do eletron cuja dinâmica é dada pela lagrangiana

L = ~ c
„
i

2
Ψ̄‚—@—Ψ− i

2
@—Ψ̄‚—Ψ− — Ψ̄ Ψ

«
obtendo-se assim a equação de Dirac

i‚—@— Ψ− —Ψ = 0

que é invariante pela transformação

eΨ = e i„ Ψ;

Se fizermos a constante „ depender de ponto, vemos que a teoria não é mais
invariante. O modo mais simples de preservar a invariância consiste em intro-
duzir um campo eletromagnético cuja interação com o eletron seja feita através
do chamado acoplamento mínimo. Isto significa que a derivada simples @— que
aparece na teoria do eletron seja alterada para uma derivada covariante D— pela
construção

D— Ψ ≡ (@— − i e A—) Ψ

É imediato ver que um tal procedimento não pode ser aplicado diretamente aqui,
no caso da generalização da rotação dual. Nós iremos então prosseguir de um
modo diferente, mais próximo do que vimos atrás envolvendo acoplamento não-
mínimo. Começamos por introduzir um campo escalar complexo Φ definido em
termos de dois campos reais ffi e ” pela relação

Φ = ffi+ i ”:

Consideremos o acoplamento não-mínimo entre o campo vetorial e este campo
escalar dado pela Lagrangiana

L = ffiF¸˛ F
¸˛ + ” F¸˛ F ∗¸˛
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Esta dinâmica é invariante por transformação dual para um ângulo de rotação
dependente de ponto „(x) se ao mesmo tempo o campo escalar sofrer uma trans-
formação dada por eΦ = exp(− 2 i „) Φ

ou seja, pela rotação effi = cos(2 „)ffi+ sin(2 „) ”

e” = − sin(2 „)ffi+ cos(2 „) ”

A Lagrangiana acima deve ser implementada pela dinâmica do campo escalar.
Para isso podemos usar a Lagrangiana

LΦ = @— Φ∗ @— Φ

Note entretanto que esta parte da dinâmica não é invariante pela rotação do
campo escalar. Podemos prosseguir se aceitarmos que a interação entre o
campo escalar e o campo vetorial tem, além daquele termo não-mínimo um
termo de acoplamento mínimo. Com efeito, pondo

L = ffiF¸˛ F
¸˛ + ” F¸˛ F ∗¸˛ +D— Φ∗D— Φ

Esta dinâmica é, com efeito invariante pela rotação dual do campo vetorial e a
rotação do campo escalar. Este resultado é curioso, pois o que acabamos de
mostrar pode ser resumido a seguinte forma: uma transformação de gauge de
um campo ecalar Φ requer a introdução de um campo (vetorial) de gauge F—�
para que esta transformação seja dependente de posição. Por outro lado, uma
rotação dual local (isto é, dependente de posição) do campo vetorial para que
tenha sua dinâmica preservada por esta transformação requer um acoplamento
não-mínimo com um campo escalar, que pode ser o mesmo campo Φ. No pri-
meiro caso, quem permite a invariância da teoria é o conhecido mecanismo de
Yang-Mills. No segundo caso quem re-estabelece a invariância da teoria é o
campo escalar.



16 EFEITOS COSMOLÓGICOS DA ELE-
TRODINÂMICA NÃO-LINEAR

Comentário

Os efeitos de uma teoria do campo eletromagnético não-linear em um contexto
cosmológico foram estudados em vários artigos [10]. Processos não-lineares
tem grande relevância em três questões fundamentais na cosmologia relativista
[58, 59]:

• Causalidade;
• Singularidade;
• Aceleração do universo.

Nós iremos ver que na teoria linear do eletromagnetismo a singularidade cosmo-
lógica é inevitável. Isso não ocorre nas teorias não-lineares. A forma geral da
dinâmica do campo eletromagnético, compativel com princípios da covariância
e conservação da carga (invariância de "gauge") pode ser escrita sob a forma

L = L(F; G);

onde F ≡ F —�F—� e G ≡ F —�F ∗—� construído com o dual. Em geral estes campos
aparecem sempre sob forma de média (cf adiante) e nos cenários de universo
padrão somente o invariante F é considerado. Assim, a Lagrangiana aparece
como uma função regular que pode ser aproximada por um polinômio ou por



236 Capítulo 16. Efeitos cosmológicos da Eletrodinâmica não-linear

uma série contendo potências positiva e negativa (série de Laurent). Potências
positivas são importante e dominam a dinâmica gravitacional na vizinhança de
seus momentos de curvatura extremamente elevada. Potências negativas de F
controlam o outro extremo, isto é, no caso de campos extremamente fracos [59].
No primeiro caso, ela pode influenciar de tal modo a produzir um "bouncing"e
evitar a singularidade inicial; no segundo caso, modifica a evolução da geome-
tria cósmica para grandes valores do seu fator de escala e produzir aceleração.

Os exercicios aqui propostos se enquadram na geometria do tipo Friedman. Ade-
mais, consideraremos na média sobre os campos somente a parte magnética.
Ver argumentos apresentados em [68]. Uma tal configuração de puro campo
magnético médio combinado com a dinâmica das equações da Relatividade Ge-
ral recebeu o nome genérico de Universo Magnético [novello3].

O procedimento da média e a representação do fluido

Dada uma Lagrangiana independente de calibre L = L(F ), escrita em termos do
invariante F ≡ F—�F —� segue que o tensor momento-energia associado, definido
por

T—� =
2√
−g

‹L
√
−g

‹‚—�
;

reduz-se a

T—� = −4LF F—
¸ F¸� − L g—�:

No cenário cosmológico padrão a estrutura métrica do espaço-tempo é associ-
ada à geometria de FRW. Por compatibilidade com o cenário cosmológico, isto



237

é, de forma a se obter uma configuração homogênea e isotrópica da geometria,
um processo de média deve ser utilizado sobre os campos.

Definimos uma média a quantidade X no tempo t pela relação

X ≡ lim
V→V0

1

V

Z
X
√
−g d3x;

onde V =
R √
−g d3x e V0 é um tri-volume suficientemente grande, dependente

do tempo. Nesta notação, para que o campo eletromagnético seja fonte do mo-
delo de Friedmann precisamos impor

E i = 0; Hi = 0; EiHj = 0;

EiEj = −1

3
E2 gi j ; Hi Hj = −1

3
H2 gi j :

Com estas condições, o tensor momento-energia do campo EM associado a
Lagrangiana L = L(F ) pode ser escrito como aquele de um fluido perfeito

T—� = (+ p)v—v� − p g—�;

onde

 = −L− 4LFE
2;

p = L− 4

3
(2H2 − E2)LF ;

e LF ≡ dL=dF:

UNIVERSO MAGNÉTICO

Um caso particularmente interessante ocorre quando somente a média do campo
magnético não se anula, isto é, quando E2 = 0: Este caso vem sendo intensa-
mente estudado em modelos cosmológicos chamados Universo Magnético que
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iremos agora examinar. Uma tal propriedade é possivel no caso da cosmolo-
gia, pois no universo primordial o campo elétrico é amortecido pelas cargas do
plasma primordial, enquanto as linhas de campo magnético permanecem “con-
geladas” [68]. Independentemente deste fato, em [59] certa atenção foi dada ao
caso em que E2 = ff2B2 6= 0:

Uma propriedade interessante do Universo Magnético se deve a que ele pode ser
associado a um conjunto de fluidos perfeitos, sem interação como os exercicios
a seguir irão mostrar.
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ECNLE − 0

Mostre que é possivel construir um cenário cosmológico tendo o campo eletro-
magnético como fonte e possuindo as seguintes caracteristicas:

• A geometria do universo é controlada por um campo magnético (médio);
• No infinito passado a sua distribuição de energia, representado pelo re-

gime assintótico do campo magmético é equivalente a uma constante cos-
mológica;

• A configuração inicial é instável: o universo começa a colapsar;
• A contração para ao atingir um valor minimo do fator de escala amin = ab;

• Neste estado a densidade de energia tem um minimo;
• A seguir, começa uma fase de expansão acelerada;
• O final desse universo consiste em uma configuração semelhante ao inicio,

isto é, um fluido perfeito com %+ p = 0; e o volume tende ao infinito.

ECNLE − 1

Mostre o seguinte resultado: Toda teoria não-linear do campo Eletromagnético
cuja Lagrangiana é da forma L = L(F ) em um contexto cosmológico do tipo
universo magnético se caracteriza pelo fato de que o campo magnético B possui
a mesma dependência com o fator de escala, B = B0 a

−2; independentemente da
função especifica da Lagrangiana L(F ):
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ECNLE − 2

Esta propriedade acima implica que para cada potencia F k na lagrangiana

L =
X

ck F
k

é possível associar uma configuração de fluido específica com densidade de
energia k e pressão pk : Qual a correspondente equação de estado?

ECNLE − 3

Além da equação de conservação, a outra equação da RG se escreve

 = 3
„
ȧ

a

«2

+
3 ›

a2

ou seja
(ȧ)2 + V = ›

com

V = −  a
2

3
:

Essa dinâmica pode ser interpretada como a equação de uma particula subme-
tida a um potencial V com energia total dada por ›: No universo magnético a
densidade de energia é dada por

 = −L:

Qual deve ser a dependência da Lagrangiana com o invariante do campo da
teoria não-linear para que o potencial tenha uma forma especificada?



241

ECNLE − 4

Vamos considerar o modelo descrito pela Lagrangiana

LF = L1 + L2 + L3 + L4 = ¸2 F 2 − 1

4
F − —2

F
+
˛2

F 2
;

onde ¸; ˛; — são parâmetros arbitrários. Mostre que essa lagrangiana dá origem
a um universo magnético gerado por quatro fluidos independentes. Qual a res-
pectiva expressão das densidades de energia e pressão?

Esse modelo permite fases de bouncing e de aceleração. Quais as condições
para que exista um bounce? Quais as condições para que a expansão do uni-
verso seja acelerada? O valor máximo da densidade % não acontece necessaria-
mente no bouncing. Por que?

Compare esse cenário completo gerado por LF com os três casos particulares:

• caso a: ¸ = 0;

• caso b: — = 0;

• caso c: ˛ = 0

Mostre que a densidade total de energia no modelo cosmológico em questão é
sempre positiva e bem definida. Mostre que o universo é uma estrutura cíclica,
tendo suas características sintetizadas da seguinte forma:

• Passo 1: o universo contém uma fase de colapso na qual o fator de escala
alcança um mínimo aB(t);

• Passo 2: após o ricochete o universo expande com ä < 0;

• Passo 3: quando o fator 1=F domina o universo entra em uma fase de
regime acelerado;
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• Passo 4: quando 1=F 2 domina a aceleração muda de sinal e começa uma
fase na qual ä < 0 uma vez mais, o fator de escala alcanca um máximo e
aparece um novo ricochete, comecando uma nova fase de colapso;

• Passo 5: o universo repete o mesmo processo, passando pelos passos 1,
2, 3 e 4 novamente e assim por diante, indefinidamente.

ECNLE − 5

Mostre que o sistema combinado de equações da métrica cósmica e do campo
magnético descrito pela relatividade geral (RG) e pela teoria não linear da eletro-
dinâmica (NLED) permite o aparecimento de uma bela conspiração: as contribui-
ções negativas à densidade total de energia, oriundas dos termos L1 e L4 nunca
superam as contribuições positivas vindas de L2 and L3. Antes de se alcançar
os valores indesejáveis onde a densidade de energia poderia ser negativa, o uni-
verso “ricocheteia” (para valores enormes do campo) e “re-ricocheteia” (para va-
lores mínimos do campo) evitando precisamente esta dificuldade. Mostre essa
afirmação.

ECNLE − 6
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Passemos agora às condições genéricas necessárias para que o universo apre-
sente um bouncing (ricochete) e uma fase de expansão acelerada. Das equa-
ções da relatividade geral segue que a aceleração está relacionada com o seu
conteúdo material pela relação

3
ä

a
= −1

2
(+ 3p):

Assim, para que o universo tenha uma aceleração a matéria precisa satisfazer o
vínculo (+ 3p) < 0. No caso da teoria não-linear da questão anterior estude as
condições para que isso ocorra.

ECNLE − 7

Dualidade no Universo Magnético como consequência da simetria inversa

O cenário cosmológico apresentado no exercicio anterior lida com uma geome-
tria espacialmente homogênea e isotrópica que apresenta um comportamento
simétrico para valores pequenos e grandes do fator de escala. Este cenário é
possível quando o comportamento da fonte de curvatura para altas energias é o
mesmo que no regime fraco. Isto se dá precisamente no caso do universo mag-
nético que estamos considerando. Mostre que para se obter uma configuração
perfeitamente simétrica devemos aceitar o Princípio de Simetria Inversa que re-
quer que a teoria não-linear da eletrodinâmica deve ser invariante pela ação da
transformação

F → F̃ =
cte

F
:
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ECNLE − 8

Mostre que essa transformação de simetria nada mais é do que uma transforma-
ção conforme.

ECNLE − 9

É possivel examinar os efeitos do universo magnético controlado pela Lagran-
giana acima fazendo uma análise qualitativa usando analogia com a mecânica
classica. A equação de Friedmann reduz-se a

ȧ2 + V (a) = 0

onde

V (a) =
M

a6
− N

a2
− Pa6 + Qa10

é um potencial que restringe o movimento da localização a(t) de uma "partícula”.
As constantes em V são dadas por

M =
4¸2B4

0

3
; N =

B2
0

6
; P =

—2

6B2
0

; Q =
4¸2—4

3B4
0

;
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e são positivas. A dependência do campo como B = B0=a
2 implica na existência

de quatro épocas distintas. Quais são elas?

ECNLE − 10

Universo quase-magnético

Alguns autores argumentam em favor do princípio de equipartição impondo en-
tre a média do campo elétrico E e a média do campo magnético B a relação

E2(t) = B2(t) = ›(t):

Como extensão dos casos examinados atrás de universo magnético, considera-
remos agora o caso geral

E2 = ff2B2

onde ff pode no máximo depender do tempo. A expressão do invariante que nos
interessa assume a forma

F = 2 (1− ff2)B2

A densidade de energia se escreve (no caso geral L = L(F ) ) como

 = −L− 4E2 LF

p = L+
4

3
(E2 − 2B2)LF

Pondo

L =
X

ck F
k
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temos

 =
X

ck F
k

 
−1− 2ff2

1− ff2
k

!

p =
X

ck F
k

 
1 +

2

3

ff2 − 2

1− ff2
k

!

Escrevendo

 =
X

k

p =
X

pk

e definindo uma "equação de estado"como

pk = –k k

encontramos

–k = − 1

3

 
3(1− ff2) + 2 k (ff2 − 2)

1− ff2 + 2ff2 k

!
:

O traço do tensor de energia-momento é dado por

T = − 3 p = 4
X

ck F
k(k − 1):

Alguns comentários sobre esta relação.

• Quando a teoria for linear, isto é, o dominio de k se reduz ao valor k = 1; a
equação de estado independe do valor de ff:

• Quando valer a equipartição (ff = 1) tem-se

–k =
1

3

 
2 k − 1

k

!
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O caso Born-Infeld

Embora a teoria Born-Infeld seja não-polinomial, podemos considerar o efeito
de ff 6= 0 na teoria dada por

L = ˛2
“

1−
√
U
”

onde U tem a expressão convencional U = 1 + F=2˛2: Calcule o cenário cosmo-
lógico nesse caso.

ECNLE − 11

Dinâmica

No caso de lagrangiana polinomial separamos as densidades por suas depen-
dências com o parâmetro k que caracteriza a potência da função do campo F:.
Resta agora considerar a dependência da conservação de energia com este pa-
râmetro. No caso em que ff = 0 e que chamamos universo magnético, vimos
que cada termo pode ser entendido como um fluido independente e consequen-
temente se conserva, posto que não existe interação entre as partes. Como se
altera essa situação quando ff não for zero?
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ECNLE − 12

Sistema Dinâmico

Vimos que o cenário cosmológico de Friedman reduz o conjunto de equações da
relatividade geral a somente duas, a saber, a lei de conservação da energia (en-
volvendo somente a derivada temporal da densidade de energia) e a equação de
Raychaudhuri de evolução do parâmetro de expansão Θ: Essas duas equações
constituem um sistema dinâmico planar autônomo da forma

̇ = f1(;Θ)

Θ̇ = f2(;Θ)

Mostre que é possivel fazer uma transformação de variáveis definindo (Q, P ) em
termos das antigas (, „) que permite definir uma Hamiltoniana H em termos das
novas variáveis, pois em geral  e „, não são variáveis canonicamente conjuga-
das.
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SOLUÇÕES

ECNLE − 1

Consideramos a geometria da forma (note que limitaremos nossa análise à se-
ção euclideana)

ds2 = dt2 − a(t)2
“
dr 2 + r 2dΩ2

”
:

O fator de expansão „ tem a forma

„ ≡ v—;— = 3
ȧ

a

A conservação do tensor momento-energia projetado na direção da velocidade
co-movente v— = ‹—0 gera a relação

̇+ (+ p)„ = 0:

Usando a Lagrangiana acima L(F ) no caso do universo magnético tem-se, para
a densidade de energia e pressão as equações:

 = −L

p = L− 8

3
B2 LF

onde

F = 2B2
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Substituindo estes valores na lei de conservação tem-se

LF

»
(B2)̇ + 4B2 ȧ

a

–
= 0

onde LF ≡ @L=@F; que completa a demonstração de que a evolução do campo
magnético em termos do fator de expansão é dado por B = B0 a

−2:

ECNLE − 2

pk =

 
4k

3
− 1

!
k :

ECNLE − 4
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1 = −¸2 F 2; p1 =
5

3
1

2 =
1

4
F; p2 =

1

3
2

3 =
—2

F
; p3 = − 7

3
3

4 = − ˛
2

F 2
; p4 = − 11

3
4

Usando a dependência do campo na equação do fator de escala encontramos

1 = − 4¸2B4
0

1

a8

2 =
B0

2

1

a4

3 =
—2

2B2
0

a4

4 = − ˛2

4B4
0

a8:

Segue dai que podemos distinguir diferentes "eras"dependendo do valor do fa-
tor de escala. Quando a(t) for muito pequeno, o termo dominante provém da
Lagrangiana L1 e quando este fator for muito grande quem controla a evolução é
L4; os outros dois termos disputam a predominância no intervalo entre estes ex-
tremos. É importante ressaltar uma propriedade notável do sistema combinado
envolvendo esta teoria não linear da eletrodinâmica e as equações de Friedmann
para a evolução cósmica: a inspeção das expressões para os valores da densi-
dade de energia exibe o que poderia ser uma possível dificuldade deste sistema
em situações extremas, isto é, quando os termos F 2 e 1=F 2 dominam. Afinal,
lembremos que se o raio do universo pode atingir valores arbitrariamente pe-
quenos e/ou arbitrariamente grandes, deveríamos nos perguntar sobre a ques-
tão da positividade da energia ao longo da evolução. Essa questão é examinada
no exercicio seguinte.



252 Capítulo 16. Efeitos cosmológicos da Eletrodinâmica não-linear

ECNLE − 5

Isto ocorre no limite B = RB = 0; como se pode ver da equação

 =
„2

3
:

Cumpre ressaltar que esta não é uma condição extra imposta a mão, mas uma
consequência direta da dinâmica descrita por L(F ): De fato, em estágios remo-
tos da fase de expansão a dinâmica é controlada pela Lagrangiana aproximada
LT ≈ L1;2 = L1 + L2. Segue então o resultado

 =
F

4
(1− 4¸2 F ):

Usando a lei de conservação concluímos que a densidade de energia será sem-
pre positiva uma vez que existe um valor mínimo para o fator de escala dado
por a4

mim = 8¸2B2
o : Uma conspiração similar acontece no outro extremo quando

a(t) é muito grande e pode-se aproximar LT ≈ L2;3 = L2 + L3; que mostra que a
densidade permanece positiva e definida, já que a(t) permanece limitado, alcan-
çando um máximo no momento em que a solução apresenta um ricochete. Este
extremo ocorre precisamente nos pontos onde a densidade total se anula.

ECNLE − 6

Temos que (+ 3p) < 0 translada-se para

LF >
L

4B2
:
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Segue que qualquer teoria não-linear da eletrodinâmica que satisfaça esta desi-
gualdade gera uma expansão acelerada. No presente modelo os termos L2 e L4

produzem aceleração negativa; L1 e L3 geram regimes inflacionários (ä > 0): No
caso da Lagrangiana LF acima temos:

+ 3p = −6¸2F 2 +
F

2
− 6—2

F
+

10˛2

F 2
:

Para se analisar as condições de existência de um bouncing (ricochete) é con-
veniente re-escrever a equação para a aceleração usando explicitamente o fator
de expansão „, a equação de Raychaudhuri:

„̇ +
1

3
„2 = − 1

2
(+ 3p)

Além das condições acima para a existência de aceleração, restrições adicio-
nais para a(t) aparecem. A existência de um mínimo (ou máximo) para o fator
de escala implica que no ponto de ricochete a inequação (B + 3pB) < 0 (ou,
respectivamente, (B + 3pB) > 0) deve ser satisfeita. Note que no extremo (má-
ximo ou mínimo) do fator de escala a densidade de energia se anula. Esta é uma
consequência direta da primeira integral na equação de Friedmann.

ECNLE − 7

Ao aceitarmos o Princípio de Simetria Inversa segundo o qual a teoria não-linear
da eletrodinâmica deve ser invariante pela ação da transformação

F → F̃ =
cte

F

para a Lagrangiana em questão deve-se escolher a constante como 4—2. Isto res-
tringe o número de parâmetros livres de três para dois, uma vez que a aplicação
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direta deste princípio acarreta ˛2 = 16¸2—4: Esta simetria induz uma simetria
correspondente para a geometria. De fato, a dinâmica cosmológica é invariante
pela ação deste mapa dual

a(t)→ ã(t) =
B0√
—

1

a

Esta invariância implica em uma estrutura cíclica no cenário cosmológico.

ECNLE − 8

Define-se um tempo conforme – representado pela letra graga ” pela relação

dt = a(”) dt:

Usando este tempo conforme, a geometria toma a forma

ds2 = a(”)2
“
d”2 − dr 2 − r 2dΩ2

”
:

Então, realizando o mapa conforme que consiste numa aplicação da métrica g—�
em uma outra g̃—� tem-se:

g̃—� = !2 g—�

onde ! = –=a2; and – ≡ B0=
√
—:

Note que, ainda que a Lagrangiana LT não seja invariante por uma transformação
conforme, o precesso de médias usado para se compatibilizar a dinâmica do
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campo eletromagnético com a geometria de Friedmann é invariante. De fato,
temos

F̃ = g̃—� g̃¸˛ F¸—F˛� =
4—2

F
:

ECNLE − 9

As quatro eras do Universo Magnético

A dinâmica do universo magnético pode ser obtida qualitativamente da análise
das equações de Einstein. Distinguimos quatro períodos distintos de acordo
com o domínio energético de cada um deles.

O regime mais remoto (controlado pelo termo F 2); a era de radiação (onde a
equação de estado p = 1=3 controla a expansão); a evolução acelerada em
terceiro periodo (onde o termo do tipo 1=F é o mais importante) e finalmente a
última era, onde 1=F 2 domina e a expansão termina, o universo passando por
um re-bounce e entrando em uma era de colapso. Vamos exibir cada uma delas.

Era de ricochete

No limite de campo forte o valor da curvatura escalar é pequeno e o volume do
universo alcança um mínimo, a densidade de energia e a pressão são dominadas
pelos termos quadráticos F 2 e tem a forma aproximada
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 ≈ B2

2
(1− 8¸2B2)

p ≈ B2

6
(1− 40¸2B2):

Usando a dependência B = Bo=a
2; obtemos

ȧ2 =
kB2

o

6 a2

 
1− 8¸2B2

o

a4

!
− ›:

Lembremos que estamos examinando aqui a seção euclideana (› = 0): Contanto
que o lado de direito dessa equação não seja negativo, segue que o fator de
escala a(t) não pode se tornar arbitrariamente pequeno. De fato, a solução é
dada como

a2 = Bo

s
2

3
(t2 + 12¸2):

O periodo de radiação pode ser obtido da equação acima escolhendo ¸ = 0.
Como consequência, o campo magnético B evolui no tempo como

B2 =
3

2

1

t2 + 12¸2
:

Note que em t = 0 o fator de escala do universo alcança um valor mínimo no
bounce

a2
B = Bo

√
8¸2:

Consequentemente, o valor aB depende de Bo , que para um dado ¸; — torna-se o
único parâmetro livre do modelo. A densidade de energia  alcança seu máximo
para o valor B = 1=64¸2 no instante t = tB, onde

tB =
√

12¸2:

Para valores pequenos de t a densidade de energia decresce, se anulando em
t = 0, enquanto a pressão torna-se negativa. Apenas para valores muito peque-
nos do tempo t <

q
4¸2=k os efeitos não-lineares são relevantes para a solução



257

cosmológica para o fator de escala normalizado. De fato, a solução acima é a
expressão do caso de Maxwell no limite de grandes tempos.

Era de Radiação

O termo padrão de Maxwell domina em regimes intermediários. Graças à depen-
dência a−2 no campo, esta fase e definida por B2 >> B4 gerando a aproximação

 ≈ B2

2

p ≈ B2

6
:

Esta fase é dominada pelo regime linear do campo eletromagnético. Suas pro-
priedades são as mesmas daquelas descritas no modelo cosmológico padrão.

Era de aceleração: campos fracos propulsionam a geometria

Quando o universo torna-se maior, potências negativas de F dominam e a distri-
buição de energia se torna típica de um universo acelerado, isto é:

 ≈ 1

2

—2

B2

p ≈ −7

6

—2

B2

No regime intermediário entre o regime de radiação e aceleração o conteúdo de
energia é descrito pela forma combinada

 =
B2

2
+
—2

2

1

B2
;

ou, em termos do fator de escala

 =
B2

0

2

1

a4
+

—2

2B2
0

a4:
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Para a suficientemente pequeno e o termo de radiação quem domina. O termo
1=F apenas supera depois de a =

√
H0=—, e deveria crescer sem limites em

tempos posteriores. De fato, o escalar de curvatura e

R = T —— = − 3p =
4—2

B2
0

a4;

mostrando que se deveria esperar uma singularidade da curvatura no futuro
do universo onde a → ∞: No entanto, a presença do termo 1=F 2 altera este
comportamento. Com efeito, usando esta densidade de matéria temos

3
ä

a
+
B2

0

2

1

a4
− 3

2

—2

B2
0

a4 = 0:

Para se obter um regime de expansão acelerada, deveremos ter

B2
0

a4
− 3

—2

B2
0

a4 < 0;

implicando que o universo irá se acelerar para a > ac , com

ac =

 
B4

0

3—2

!1=8

:

Re-Bouncing

Para valores muito grandes do fator de escala a densidade de energia pode ser
aproximada por

 ≈ —2

F
− ˛2

F 2

e se passa do regime acelerado para uma fase na qual a aceleração é negativa.
Quando o campo alcança o valor FRB = 16¸2—2 o universo altera sua expansão
para uma fase de colapso. O fator de escala alcança um máximo

a4
max ≈

H2
0

8¸2—2
:



259

ECNLE − 10

O procedimento da média que estamos adotando permite escrever

< Φ(F ) >= Φ(< F > ):

Consequentemente, encontramos

 =
F

2
√
U

1

1− ff2

p = − F

6
√
U

1− 2ff2

1− ff2

onde

F = 2 (1− ff2)B2:

Dai
p


=

1

3
(2ff2 − 1)

Note que quando for válida a relação de equipartição tem-se

 =
B2

√
U

p =
1

3

B2

√
U
:

isto é,

p =
1

3
:
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Este resultado é consequência do fato que na equipartição vale F = 0: Note
também que o sinal da equação de estado depende do valor de ff: Com efeito,
chamando – = p= temos

• Quando
ff2 >

1

2
→ – > 0:

• Quando
ff2 <

1

2
→ – < 0:

ECNLE − 11

Durantes os períodos de bounce e re-bounce ela toma os valores B = RB =

0: Nestes pontos a densidade é um extremo. De fato, ambos os pontos são
mínimos da densidade. Note que

̈B =
3

2
p2
B > 0:

Portanto, deve existir outro extremo de  que deve ser um máximo. Este é, de
fato, o caso uma vez que existe um valor no domínio de evolução do universo
entre dois mínimos tal que

c + pc = 0:

Neste ponto temos
̈+ ṗc „c = 0

mostrando que, neste ponto c a densidade toma seu valor máximo. Pode-se
então obter diretamente o comportamento do fator de escala que deixaremos
como exercicio para o leitor.
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ECNLE − 11

Temos

E2 = ff2B2 =
ff2

2(1− ff2)
F:

Derivando em relação ao tempo as expressões da densidade e da pressão temos

̇ = − LF Ḟ

1− ff2

 
1 + ff2 + 2ff2 F LFF

LF

!
Temos também

+ p = − 4

3

 
1 + ff2

1− ff2

!
F LF :

Daí
Ḟ

F

 
1 +

2ff2

1 + ff2

F LFF
LF

!
+ 4

ȧ

a
= 0:

Chamando y = B2 podemos re-escrever esta equação sob a forma

ẏ

y
Φ = −4

ȧ

a
;

onde

Φ = 1 +
4ff2 (1− ff2)

1 + ff2

LFF
FF

y:

Assim, podemos integrar esta expressão, dada a Lagrangiana, e obter a depen-
dência do campo com o fator de escala.

Consideremos como exemplo o caso da correção de Euler-Heisenberg dada por

L = − 1

4
F + ¸F 2:

Um cálculo direto nos dá
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Φ =
1 + ff2 − 16¸ (1− ff2) (1 + 3ff2) y

1 + ff2 − 16¸ (1− ff4) y

Chamando

I =
Z Φ

y
dy

temos que

I = −4 log a:

Resta então calcular I:

Temos

I =
Z A+ B y

C y +D y 2
dy

com

A = 1 + ff2

B = − 16¸ (1− ff2) (1 + 3ff2)

C = 1 + ff2

D = − 16¸ (1− ff4)

Esta integral pode ser feita de imediato, dando

I =
B

2D
log(D y 2 + C y) +

2DA− C B
2DC

log
D y

D y + C

Segue então a relação

(1 + 3ff2)

2 (1 + ff2)
log (−16¸ (1−ff4) y 2+(1+ff2) y )+

1− ff2

2 (1 + ff2)
log (

16¸ (1− ff4) y

16¸ (1− ff4) y − 1− ff2
) = − 4 log a:

ECNLE − 12
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Hamiltoniana de Empréstimo

Definindo

 = ˛ Q−3 (1+–)

Θ = ff
P

Q
:

A dinâmica de Friedmann se reduz, nas novas variáveis, à forma:

Q̇ = − (1 + –)ff

n
P

Ṗ = − (1 + 3–

2
˛ Q−(2+3–

que, como se pode mostrar facilmente consiste em um sistema Hamiltoniano,
cuja expressão é dada por:

H =
ff

6
P 2 +

˛

2
Q−(1+3–):





17 FLUIDOS ESPECIAIS

GD − 1

Nesse capitulo trataremos de alguns fluidos especiais: perfeito, stokesiano, não-
stokesiano, viscoso, de Dirac, de Heisenberg, de Born-Infeld, de Chaplygin.

Considere um fluido perfeito descrito por um observador que se movimenta com
4-velocidade v—: Seu tensor de energia-momento se reduz à forma

T—� = (+ p) v— v� − p g—�

com uma equação de estado dada por p = – : Um outro observador de veloci-
dade u— descreve essa mesma energia sob a forma

T—� = (e+ ep) u— u� − ep g—�;
onde ep = e– e:

• Qual a relação entre e– e –?
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• Existe uma única equação de estado que é invariante pela troca arbitrária
de observadores. Qual a forma de – desse caso especial?

Fluido de Dirac

GD − 2

P.A.M.Dirac [69] em 1951 sugeriu uma gauge para o eletromagnetismo impondo
que o potencial W— possa ser identificado com um vetor do tipo tempo de mo-
dulo constante:

W—W
— = 1:

Desse modo, é possivel utilizar o própio potencial W— como uma congruência
v— de observadores privilegiados e decompor o campo F—� = @�W— − @—W� em
suas partes elétrica e magnética na base desse campo de velocidade v— ≡ W —

como fizemos atrás. A partir das definições das partes elétrica e magnética, isto
é,

E— = F—� v
�

H— = F ∗—� v
�

mostre que na representação de Dirac tem-se:

• O campo elétrico se identifica com a aceleração a— do fluido;
• O campo magnético se identifica com a vorticidade !—:
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GD − 3

A representação do fluido de Dirac provoca a não-linearidade das equações de
campo. Mostre que na teoria de Maxwell o campo elétrico satisfaz a equação

E—;— = E2 −H2

onde E2 = −E— E— e H2 = −H—H—:

Mostre que para o fluido de Dirac a equação da vorticidade (cf capitulo primeiro)

!¸;¸ + 2!¸ a¸ = 0

onde a¸ é a aceleração do fluido, coincide com a equação do campo magnético
H¸:

GD − 4

Mostre que o potencial dado por

W— = (Φ(r) + n;
√
Z; 0; 0)

onde Z depende de Φ; corresponde ao campo de Coulomb na gauge de Dirac.
Qual a expressão de Z?
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GD − 5

Calcule o tensor de energia-momento do campo de Coulomb referido à con-
gruência de curvas do observador v— = W — na gauge de Dirac.

GD − 6

Comentário

Em geral fluidos com viscosidade são entendidos como equações reológicas
relacionando a pressão anisotrópica ao shear ffij através de um coeficiente de
viscosidade sob a forma linear:

Π
i
j = ‰ ffij

Usaremos indices latinos para ( 1, 2, 3) e letras gregas para (0, 1, 2, 3). Essa ex-
pressão pode ser generalizada pela condição mais ampla na qual a anisotropia
da matéria é um funcional da matriz de deformação Θi

k onde

Θi
k = ffik +

1

3
Θ ‹ij

Ou seja, escrevemos a condição

Π
i
j = F ij („kl )

Mostre que, usando teorema de Cayley sobre matrizes simétricas podemos es-
crever

Π
i
j = A ‹ij + B „ij + C „ik „

k
j

onde A, B e C são polinomios dos invariantes principais de „ij .
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De modo semelhante define-se fluidos não stokesianos aqueles que se escre-
vem em termos da aceleração ou da rotação do fluido através das formas

Ωi
j = !i !j −

!2

3
‹ij

Aij = ai aj −
a2

3
‹ij

onde a2 = ai ai e !2 = !i !i .

Fluido stokesiano quadrático

Considere a geometria gerada por neutrinos (cf capitulo anterior) cuja métrica
tem a forma

ds2 = dt2 − 2eMtdxdt − e2Jt(dy 2 − dz2)

onde M e J são parâmetros arbitrários satisfazendo uma única condição J(J −
M) < 0.

Mostre que essa geometria pode alternativamente ser entendida como gerada
por uma fonte identificada a um fluido não stokesiano [70] de velocidade v— = ‹—0
no qual o fluxo de calor é proporcional à aceleração e a pressão anisotrópica é
quadrática no tensor de dilatação Θ—� = ff—� + 1=3 Θ h—�:

Fluido não stokesiano

Bertotti (e independentemente Robinson) exibiram um modelo de solução das
equações da relatividade geral gerada por um campo eletromagnético estático,
cuja geometria tem a forma
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ds2 = (Qr)−2[dt2 − dr 2 − r 2d„2 − r 2 sin2 d’2]

onde Q é uma constante.

Considere o campo de velocidades dado por V— = ‹0
—. Mostre que as equações

da relatividade geral são satisfeitas se ao invés do campo eletromagnético asso-
ciarmos a fonte da curvatura a um fluido não stokesiano do tipo acelerado, isto
é, onde a pressão anisotrópica tem a forma ıij ∼ Aij [71].

Exercício: Mostre que o modelo cosmológico com rotação local descrito pela
métrica

ds2 = dt2 − dr 2 − dz2 + g(r)dffi2 + 2h(r)dffidz

com

g(r) =

"
‚2 + 2

‚2 − 2

#
cos2mr − 1

h(r) = − 2√
‚2 − 2

cos mr

(com ‚ e m constantes), tem como fonte um fluido não-Stokesiano cuja
pressão anisotrópica ıi j é do tipo-rotação:

ıi j = −‚2Ωi j

Mostre em seguida que tal fluido pode ser interpretado como um campo
eletromagnético mais uma densidade incoerente de matéria neutra [71].

Análise qualitativa de métricas cosmológicas

Consideraremos nesse exercicio métricas da forma

ds2 = dt2 − A2(t) dff2
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que satisfazem as equações da relatividade geral tendo como fonte matéria com
densidade de energia  e pressão p mais termos de viscosidade de tal modo que
podemos escrever ep = p −

X
¸k „

k :

As equações de conservação e de expansão se escrevem

̇ = L(„; )

„̇ = P („; ):

Considere o caso quadrático onde temos

ep = p − ¸„ − ˛ „2

e obtenha

P („; ) = −1

2
− 3

2
p − 1

3
„2 +

3

2
¸„ +

3

2
˛ „2

L(„; ) = −(+ p) „ + ¸„2 + ˛ „3

Os pontos singulares desse sistema planar autônomo são

• Origem O(0; 0);

• B(„0; 0):

onde usamos p = (‚ − 1) :

Estude o comportamento das soluções integrais desse sistema [72] para o caso
em que ¸ e ˛ são constantes. Examine como se altera o comportamnto desses
universos quando ¸ for uma potência da densidade de energia : Compare com
[73].

Bifurcação: um processo que pode ocorrer em sistemas dinâmicos
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Consideremos um sistema dinâmico planar autônomo de variáveis (x; y) e que
depende de um parâmetro — dado por

ẋ = f (x; y ; —)

ẏ = h(x; y ; —)

A análise do conjunto de curvas integrais desse sistema é dada a partir de seus
pontos singulares, aqueles que anulam simultâneamente f e h: A vizinhança des-
ses pontos possui uma estrutura topológica caracteristica do comportamento
das integrais naquela vizinhança do plano (x; y): A mudança das propriedades
topológicas do sistema quando o parâmetro — → —0; na vizinhança de um
ponto singular instável representa uma alteração abrupta no comportamento
do sistema fisico na vizinhança daquele ponto [72] [74]. Uma consequência cru-
cial dessa alteração se reflete na presença de propriedades indeterministas nas
propriedades do universo, no caso acima examinado. Em outras palavras, pro-
cessos dissipativos gerados por termos viscosos quadráticos são responsáveis
pelo aparecimento de um alto gráu de indeterminação no universo, segundo este
modelo cosmológico. Em [75] Prigogine e Stenger fazem uma análise bastante
interessante sobre as consequências desse processo de bifurcação na ciência
em geral. Veja o exercicio seguinte.

FNP − A1

Considere um fluido com densidade de energia  e pressão p gerando, via equa-
ções da relatividade geral a métrica homogênea e isotrópica

ds2 = dt2 − R(t)2
“
dffl2 + ff2(ffl)(d„2 + sin2 „ d’2)

”
onde a pressão é dada em termos do fator de expansão „ = 3Ṙ=R da forma

p = p0 − ¸„ − ˛ „2
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onde ¸ e ˛ são constantes.

A lei de conservação de energia e da evolução da expansão se escrevem sob a
forma de um sistema planar autônomo [73]:

„̇ = P („; )

̇ = L(„; )

com
P („; ) = − 1

2
− 3

2
p0 −

1

3
„2 +

3

2
¸„ +

3

2
˛ „2

L(„; ) = − (+ p0) „ + ¸„2 + ˛ „3

Os pontos singulares desse sistema (que anulam essas duas funções L e P ) são
a origem (0; 0) e B dado por

B(„0; 0) =

 
− 3¸

(3˛ − ‚)
;
„2

0

3

!

onde pusemos
p0 = (‚ − 1) ;

com ‚ entre 1 e 2: Calcule as propriedades do sistema dinâmico nas vizinhanças
do ponto B para diferentes valores de ‚:

Mostre que

• Para ‚ − 3˛ < 0 o indice de Poincaré Ip(B) é igual a −1 (saddle);
• Para ‚ − 3˛ > 0 o indice de Poincaré Ip(B) é igual 1 (two- tangent node).

Conclusão: O valor (3˛ − ‚ ao se aproximar de zero caracteriza uma bifurcação
na origem onde (ff = „ =∞):



274 Capítulo 17. Fluidos especiais

SOLUÇÕES

GD − 1

Solução

Trata-se de um fluido onde – = − 1; ou seja, o vazio identificado com uma cons-
tante cosmológica.

GD − 3

A equação de Maxwell se escreve

H¸
;¸ +H¸ a¸ − 2!¸ E¸ = 0

para um fluido arbitrário com velocidade v—; vorticidade !¸ e aceleração a¸:

Substituindo o campo de velocidade pelo potencial do campo eletromagnético
na gauge de Dirac essa equação se transforma em

!¸;¸ + 2!¸ a¸ = 0

que é precisamente a equação da vorticidade (cf capitulo primeiro).
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GD − 4

O campo de Coulomb se escreve

W— = (Φ(r); 0; 0; 0):

Somando um gradiente @—Λ de tal modo a não afetar o campo, pela escolha

Λ = n t + f (r):

Temos
W— = (Φ(r) + n;

√
Z; 0; 0):

Escolhendo convenientemente f (r) posso escrever

W—W
— = 1:

Basta fazer
Z = (Φ + n)2 − 1:

GD − 5

A solução de Coulomb dá
Φ =

e

r

Para o tensor de energia do fluido de Dirac

T—� = (+ p)W—W� − p g—� + q—W� + q�W— + Π—�

onde usamos a decomposição para um observador comovente com o potencial
A— na gauge de Dirac, obtemos
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 =
Z

2 (Z + 1)
Θ2

p =
1

3


q— = 0

Π—� =
2 

Θ
ff—�:

Usando

W— =
„

Φ + n;
q

(Φ + n)2 − 1; 0; 0
«

obtemos as quantidades cinemáticas. A expansão é dada por

Θ = −dΦ

dr

s
Z + 1

Z
;

a aceleração vale

a— =

 
Z√
Z + 1

Θ;
√
ZΘ; 0; 0

!
:

As componenes não-nulas do shear são:

ff0
0 = − 2

3
ZΘ

ff0
1 = − 2

3

q
Z (Z + 1) Θ

ff1
0 =

2

3

q
Z (Z + 1) Θ

ff1
1 =

2

3
(Z + 1) Θ
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ff2
2 = − 1

3
Θ

ff3
3 = − 1

3
Θ





18 FLUIDO DE HEISENBERG

Compêndio de formulas dos spinores e da álgebra de Clifford.

Seja Ψ um spinor de Dirac com quatro componentes. Construimos correntes
vetorial e axial como

J— ≡ Ψ‚—Ψ;

I— ≡ Ψ‚—‚5Ψ:

Definimos Ψ ≡ Ψ+‚0, onde Ψ+ é o complexo conjugado de Ψ. As matrizes de
Dirac ‚— obedecem a condição básica da álgebra de Clifford dada por

‚— ‚� + ‚� ‚— = 2”—� 1

onde 1 é a identidade da álgebra de Clifford. Quando necessário usaremos a
representação

‚0 =

0@ I2 0

0 − I2

1A ; ‚k =

0@ 0 ffk

−ffk 0

1A ; ‚5 =

0@ 0 I2

I2 0

1A ;
onde I2 representa a matriz identidade 2× 2 e ffk são as matrizes de Pauli, satis-
fazendo ffi ffj = i ›i jk ffk + ‹i j . Pomos
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ff1 =

0@ 0 1

1 0

1A ; ff2 =

0@ 0 −i
i 0

1A ; ff3 =

0@ 1 0

0 −1

1A :
A matriz ‚5 anti-comuta com todas as ‚— e tem-se

‚5 =
i

4!
”¸˛—� ‚¸‚˛‚—‚� = i‚0‚1‚2‚3;

onde a segunda igualdade é válida em um sistema de coordenadas cartesiano
na geometria de Minkowski. A matriz ‚5 é hermitiana e as outras ‚— obedecem
as relações auto-adjunta

‚+
— = ‚0‚—‚

0:

Definimos as partes direita e esquerda pelas relações

ΨL =
1

2
(1 + ‚5)Ψ

ΨR =
1

2
(1− ‚5)Ψ:

TFH − 1

Mostre que qualquer spinor pode ser escrito em termos de suas partes direita e
esquerda da forma

Ψ = ΨL + ΨR

e que valem as propriedades

ΨL ΨL = 0
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ΨR ΨR = 0:

TFH − 2

Identidades de Pauli-Kofink

As propriedades que precisamos para analisar spinores estão contidas na rela-
ção de Pauli-Kofink (PK), que são identidades na álgebra de Clifford. A principal
estabelece que para qualquer elemento Q dessa álgebra, valem as identidades:

(ΨQ‚–Ψ)‚–Ψ = (ΨQΨ)Ψ− (ΨQ‚5Ψ)‚5Ψ: (18.1)

para Q igual a 1, ‚—, ‚5, ‚—‚5 e ff—� ≡ (‚—‚�−‚�‚—)=2. Mostre, usando as relações
de Pauli-Kofink que valem as afirmações:

• A norma das correntes J— e I— têm o mesmo valor e sinais opostos;
• Os vetores J— e I— são ortogonais.

Segue então que J— é vetor do tipo tempo e I— do tipo espaço.

TFH − 3

Considere a equação de Dirac

i‚—@— Ψ− —Ψ = 0;
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onde — é a massa (nas unidades onde ~ = c = 1:) A lagrangiana é dada por

L = LD − — Ψ̄ Ψ =
„
i

2
Ψ̄‚—@—Ψ− i

2
@—Ψ̄‚—Ψ

«
− — Ψ̄ Ψ:

Mostre que decompondo Ψ nas partes direita e esquerda, obtemos interção en-
tre os dois termos ΨR e ΨL devido à massa.

TFH − 4

A dinâmica de Heisenberg é dada pela lagrangiana [76] [77] [78]:

L = LD − V (Ψ)

onde o potencial V deve ser construido com os escalares A e B: A escolha de
Heisenberg foi

V = s
“
A2 + B2

”
;

onde s é um parâmetro real de dimenssão comprimento ao quadrado, [L]2: Es-
creva a equação de movimento para o campo Ψ e seu adjunto. Mostre que pode-
se escrever o potencial sob a forma corrente-corrente

V = J— J—:

TFH − 5
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"On-mass-shell"(isto é, quando o spinor satisfaz a equação), a lagrangiana de
Heisenberg toma o valor L(oms) = VH. Compare com o que ocorre na equação
de Dirac.

TFH − 6

Simetrias

Mostre que a dinâmica de Dirac e de Heisenberg são invariantes sob a transfor-
mação eΨ = SΨ

onde S é uma matriz unitária que satisfaz S−1S;— = c— I.

TFH − 7

Simetria Chiral

A transformação chiral é definida pelo mapa

Ψ
′

= ‚5 Ψ:

Mostre que a equação de Dirac é invariante por esse mapa somente para fermi-
ons sem massa e que a equação de Heisenberg é invariante.
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TFH − 8

Quais as equações que os spinores de Heisenberg ΨL e ΨR satisfazem?

TFH − 9

Conservação da corrente

Introduzindo um parâmetro arbitrário › na equação de Heisenberg temos

i‚—@— Ψ− 2s (A+ i › B‚5) Ψ = 0

e para Ψ

i@— Ψ ‚— + 2s Ψ (A+ i › B‚5) = 0

Mostre que a corrente J— se conserva para qualquer valor de ›, mas a corrente
axial I— se conserva somente com a escolha de Heisenberg › = 1:
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TFH − 10

Relação entre Dirac e Heisenberg

Considere os spinores de Dirac (ΨD) e de Heisenberg (ΨH) satisfazendo, respec-
tivamente as equações

i‚—@— ΨD − —ΨD = 0

i‚—@— ΨH − 2s (A+ iB‚5) ΨH = 0:

onde a constante s tem dimensão de (comprimento)2 e

A ≡ Ψ
H

ΨH

B ≡ iΨH
‚5ΨH:

Mostre que todo spinor que satisfaz a condição especial (CE) dada por

@—ΨH = (¸J— + ˛I— ‚
5) ΨH

onde ¸ e ˛ são constantes complexas de dimensão L2 (comprimento ao qua-
drado) e a corrente J— e a corrente axial I— são definidas como usual, isto é,

J— ≡ Ψ
H
‚—ΨH

I— ≡ Ψ
H
‚—‚5ΨH
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satisfaz identicamente a equação de Heisenberg. Qual a condição sobre ¸ e ˛?

TFH − 11

Compare a solução especial (CE) com a classe de soluções da equação linear
de Dirac caracterizada pela propriedade de auto-estado dada por

@—Ψ = i k— Ψ:

Mostre que para que a condição CE seja integrável é suficiente que as constan-
tes a e b satisfaçam um unico vinculo dado por Re(a)− Re(b) = 0:

TFH − 12

Mostre que o spinor ΨD definido em termos do spinor de Heisenberg pela rela-
ção

ΨD = XΨH
L + ZΨH

R
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e onde vale a condição especial (CE), satisfaz identicamente a equação de Dirac.
Ou seja podemos escrever para os spinores direito e esquerdo as relações

ΨD
L = XΨH

L

ΨD
R = ZΨH

R :

Calcule X e Z: Mostre que a corrente vetorial e a corrente axial podem ser escri-
tos como gradientes.
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TFH − 13

Fluido de Heisenberg

Usando a definição do tensor de energia-momentum obtenha a expressão para
o campo spinorial de Heisenberg satisfazendo a condição especial CE descrita
anteriormente.

TFH − 14

Como J— é vetor tipo tempo podemos definir um campo de velocidades v— =

J—=
√
J2 para decompor o tensor de energia sob a forma

T—� = v—v� − ph—� + q—( v�) + ı—�

Calcule a densidade  e as demais quantidades (pressão, fluxo de calor e pres-
são anisotrópica). Mostre que a pressão anisotrópica é proporcional ao shear e
que a auto-interação não gera auto-aceleração deste fluido para qualquer valor
de s (e de ¸ e de ˛:) Note que no caso particular em que Im(˛) + 3 Im(¸) = 0

tem-se um vácuo anisotrópico onde
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+ p = 0

ı—� = fflff—�:

TFH − 15

Considere o caso particular onde o fluido de Heisenberg se identifica com um
fluido perfeito ultrarelativista (isto é, p = :) Mostre que ele pode ser fonte de um
universo do tipo Friedman [79].
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SOLUÇÕES

TFH − 2

Use a fórmula de Pauli-Kofink para obter as identidades intermediárias necessá-
rias para resolver o problema:

J— ‚
— Ψ ≡ (A+ iB‚5) Ψ;

I— ‚
— ‚5 Ψ ≡ −(A+ iB‚5) Ψ;

I— ‚
— Ψ ≡ (A+ iB‚5) ‚5Ψ;

J— ‚
— ‚5 Ψ ≡ −(A+ iB‚5) ‚5Ψ;

onde A ≡ Ψ Ψ e B ≡ iΨ ‚5Ψ: Note que ambas quantidades A e B são reais.

TFH − 3
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i‚—@— ΨL − —ΨR = 0;

i‚—@— ΨR − —ΨL = 0:

TFH − 4

i‚—@— ΨH − 2s (A+ i B‚5) ΨH = 0:

Correspondentemente para o adjunto

i@— Ψ
H
‚— + 2s Ψ

H
(A+ iB‚5) = 0

TFH − 7

Temos para o spinor conjugado:

Ψ
′

= −Ψ‚5;

que implica
A
′

= −A;
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B
′

= −B

consequentemente a lagrangiana de Heisenberg não se altera.

TFH − 8

Temos
i‚—@— ΨL − 2s (A− iB‚5) ΨR = 0

i‚—@— ΨR − 2s (A+ iB‚5) ΨL = 0

TFH − 9

Com efeito, temos

i Ψ ‚—‚5@—Ψ = 2s i (1− ›)AB:

e também
i @—Ψ ‚—‚5Ψ = 2s i (1− ›)AB:

Segue então

@—I
— = 4s (1− ›)AB:
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TFH − 10

Devemos ter

2s = i (¸− ˛):

Use as identidades

J— ‚
—Ψ = AΨ + iB‚5Ψ

I— ‚
—Ψ = A‚5 Ψ + iBΨ:

TFH − 11

Com efeito, temos

@—J� = (a + a)J—J� + (b + b)I—I�

@— A = (a + a)AJ— + (b − b) iB I—:
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@—B = (a + a)B J— + (b − b) iAI—:

@—I� = (a + a)J—I� + (b + b)J�I—:

Segue então

[@—; @�] Ψ =
“
a @[— J�] + b @[— I�] ‚

5
”

Ψ:

Mas

@—J� − @�J— = (a + a)[J—; J�] + (b + b) [I—; I�];

and
@—I� − @�I— = (a + a− b − b)[J— I� − I— J�]:

Dai a condição de integrabilidade requer

Re(a) = Re(b):

Verifique que para qualquer combinação dos spinores essa condição é sufici-
ente.

TFH − 12

Temos

J— = @—Θ;

I— = @—Γ;
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onde

Θ =
1

2(a + a)
ln(A2 + B2);

Γ =
1

b − b
ln

A− iB√
A2 + B2

:

E, para as quantidades X;Z encontramos:

X = exp

 
i M

(a + ā) J

!
J2ff

q
J=(A− i B)

Z = exp

 
i M

(a + ā) J

!
J2ff

q
(A− i B)=J

onde M é a massa do fermion.

TFH − 13

T—� = −l J— J� − n I— I� − s J2 g—�:

onde l é a parte imaginária de ¸ e n a parte imaginária ˛ e s = (l − n)=2 definidos
na condição especial

@—ΨH = (¸J— + ˛I— ‚
5) ΨH

Note que J— e I— são auto-vetores desse tensor.
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TFH − 14

 = − (l + n)

2
J2

p =
(3l − n)

3(l + n)


q— = 0

ı—� = − n
3

(J— J� − 3 I— I� − J2 g—�)



19 PONTE DINÂMICA: ELETRODINÂ-
MICA DOS CORPOS SEM CARGA

Comentário

Nessa seção iremos tratar de um resultado bastante intrigante. O leitor irá mos-
trar, através dos exercicios que seguem o seguinte lema:

A descrição de qualquer teoria do campo eletromagnético feita em uma geo-
metria dotada de uma dada métrica, estabelecida a priori, pode ser descrita de
modo dinâmico equivalente em uma outra geometria dotada de métrica cons-
truida com funções do próprio campo. [80]

Nós iremos nos restringir aqui ao caso eletromagnético, embora o leitor possa
seguir adiante e considerar outras teorias de gauge, generalizando esse lema.
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PD − 1

Defina o tensor simétrico Φ—� com produtos do campo de Maxwell

F—� = @�A— − @—A�
pela relação

Φ—� = F—
¸ F¸�

onde a métrica do background é dada pelo tensor de Minkowski ”—�: A partir
dessa quantidade, defina uma métrica

e—� = a ”—� + bΦ—�:

Calcule a inversa definida como

e¸�e�˛ = ‹¸˛

e escreva a forma de seu determinante.

PD − 2

Mostre as identidades

Φ—
¸ Φ¸� =

1

16
G2 ”—� −

1

2
F Φ—�:
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PD − 3

Considere as duas métricas ”—� e e—�: As quantidades com "chapéu"se compor-
tam como tensores na geometria ê com métrica e—�:

Temos então
F̂—� = F—�

F̂ —� = a2 (ΣF —� + Π
∗F —�) :

∗F̂ —� = a2 (ΠF —� + Υ ∗F —�) :

Calcule Σ; Π e Υ:

PD − 4

Defina os invariantes construidos com tensores usando a métrica e—� com um
simbolo "chapéu", como por exemplo

F̂ = F—� F¸˛ e
—¸ e�˛:

Calcule a expressão de F̂ e de Ĝ em termos dos invariantes na métrica de Min-
kowski (F; G):
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PD − 5

A expressão da ponte dinâmica

Considere uma teoria dada pela lagrangiana L(F; G) em uma geometria de Min-
kowski de métrica ”—� cuja dinâmica tem a forma

@�
“√
−” [LF F

—� + LG
∗F —�]

”
= 0:

Considere uma outra teoria determinada pela lagrangiana L̂(F̂ ; Ĝ) em uma geo-
metria gerada a partir do campo F—� como vimos acima, dada por

e—� = a ”—� + bΦ—�

cuja dinâmica tem a forma

@�
“√
−e [L̂F̂ F̂

—� + L̂Ĝ
∗F̂ —�]

”
= 0:

Questão: sob quais condições essas duas teorias podem ser identificadas? (de
tal modo que toda solução de uma também é da outra). Faça o exemplo da teoria
linear de Maxwell na métrica de Minkowski sendo dinamicamente equivalente à
teoria de Born-Infeld na métrica e—� acima definida.

PD − 6
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Calcule a relação entre as matrizes ‚̂— geradoras da métrica e—� e as ‚— gera-
doras da métrica ”—�: Calcule em seguida as inversas ‚̂— definidas como ‚̂— =

e—� ‚̂
�:

PD − 7

Uma particula carregada, representada por um campo spinorial que satisfaz, li-
vre, a equação de Dirac

i ‚—∇— Ψ−mΨ = 0

(onde fizemos ~ = c = 1)) interage com um campo eletromagnético via conser-
vação de gauge, pela substituição

∇— → ∇— − i
e

~
A—:

A existência do momento magnético do eletron (magneton de Bohr) caracteri-
zado por

—B =
e ~

2me

faz aparecer uma interação da forma de acoplamento não-minimo dada por

Lint = —B Ψ̄ Σ¸˛ ΨF—�:

Esses dois modos descrevem os processos de interação convencional minima e
não-minima de um fermion com o campo eletromagnético. Do que vimos acima,
a ponte dinâmica permite considerar essa interação de modo semelhante, no
espaço curvo da métrica eletromagnética e—�: Isso sugere uma nova forma de
interação entre um fermion e o campo eletromagnético através da métrica e—�
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como semelhante ao acoplamento minimo da forma imitada da interação gravi-
tacional, a saber:

i ‚̂— ∇̂— Ψ−mΨ = 0:

onde a derivada covariante tem a forma

∇̂— Ψ = @— Ψ− Γ̂— Ψ

e a conexão interna de Fock-Ivanenko é

Γ̂— = − 1

8

“
‚̂– ‚̂– ;— − ‚̂– ;— ‚̂– − Γ̂%—¸ (‚̂¸ ‚̂% − ‚̂% ‚̂¸)

”
Mostre que essa interação pode ser interpretada na métrica de Minkowski como
gerando dois tipos de acoplamento não-minimo dados por

L1 = F —" Ψ̄ ‚" @—Ψ;

L2 = C¸˛" Ψ̄ ‚" Σ¸˛ @—Ψ;

onde Σ¸˛ = [‚¸; ‚˛]: Explicite C¸˛" em termos do campo F—�:

Use a identidade

‚— Σ%� = 2 ”—% ‚� − 2 ”—� ‚% + 2 i "—%�ff ‚
5 ‚ff

para re-escrever a interação do fermion sob a forma

i ‚— @—Ψ +
i

˛
F —� ‚— @�Ψ + i C— ‚

— Ψ−D—‚5 ‚— Ψ−mΨ = 0:
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Calcule C— e D—:

Comentário A teoria não-linear de Born-Infeld introduziu uma constante ˛ com
dimensão dada por

[˛] = M1=2 L−3=2;

ou seja, ela tem a mesma dimensão que mc2 —−1
B : Isso significa que a intera-

ção de um fermion com o campo eletromagnético pode ser feita através de uma
lagrangiana sem necessidade de usar a constante carga elétrica e: O neutrino,
que não possui carga elétrica, possui momento magnético. Corpos neutros,
sem carga elétrica, como o neutron, podem exibir momento magnético anômalo,
embora nesse caso, esta propriedade pode ser associada ao fato de que, por
exemplo, o neutron é uma particula composta de quarks e que, estes, possuem
carga. Uma tal explicação não se aplica ao caso do neutrino. A interpretação da
ponte dinâmica permite entender a presença do momento magnético para parti-
culas como os neutrinos. Isso significa que, usando a ponte dinâmica é possivel
produzir uma teoria eletrodinâmica de corpos sem carga.
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Soluções

PD − 1

Tem-se

e—� = A”—� + BΦ—�;

onde

A =
(1− " F=2)

aQ

B = − "

aQ

e as quantidades Q e " são dadas por

Q = 1− 1

2
" F − 1

16
"2 G2

" =
b

a
:

O determinante ê é dado por

√
ê =
√
−” A2 U:

onde

U = 1− F

2

B

A
− G2

16

 
B

A

!2

:

Mostra-se que

A2 U =
1

a2Q
:

Segue então
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√
ê =

√
−”

a2Q:
:

PD − 2

Usando as definições

F ≡ F—� F —�

G ≡ F ∗—� F —�:

a demonstração é imediata graças às identidades algébricas:

∗F —¸ ∗F¸� − F —¸F¸� =
1

2
F‹—�;

∗
F —¸ F¸� = −1

4
G‹—�;

F —¸F
¸
˛F

˛
� = −G

4
∗F —� −

F

2
F —�;

F —¸F
¸
˛F

˛
–F

–
� =

G2

16
‹—� −

F

2
F —¸F

¸
�:
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PD − 3

Σ = 1− " F +
"2

4
(F 2 +

1

4
G2)

Π =
"

2
(

1

4
" F − 1)G:

Υ =
1

16
(1 + "2 G2):

PD − 4

Usando as construções

F̂—� = F—�

F̂ ∗—� =
1

Q

“
ΣF ∗—� − ΠF—�

”

F̂ —� = a2 (ΣF —� + Π
∗F —�)

∗F̂ —� = a2Q ∗F —�

Obtemos para os invariantes calculados nas duas métricas as formas:
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F̂ = a2 (ΣF + ΠG) ;

e, para o outro invariante:

Ĝ = a2QG:

PD − 5

A teoria de Maxwell tem a forma

LM = −1

4
F—� F

—�

e a teoria de Born-Infeld é dada por

L̂B = ˛2
„

1−
q
Û
«

onde

Û ≡ 1 +
F̂

2˛2
− Ĝ2

16˛4

Identificando os coeficientes dos termos F—� e F ∗—� encontramos as duas condi-
ções:

Σ = Q

q
Û

a2Q2 G = 4˛2
Π:
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Um resultado notável decorre dessas relações: usando o resultado acima da se-
gunda expressão segue que a primeira é satisfeita identicamente. Isso significa
que das quantidades a e b da métrica e—� uma dessas quantidades é arbitrá-
ria.Mostre esse resultado.

PD − 6

Tem-se

‚̂— =
√
a ‚— + i

√
b F —¸ ‚

¸:



20 MECANISMO GRAVITACIONAL DE
GERAÇÃO DE MASSA

Comentários introdutórios

Para se obter um mecanismo confiável capaz de gerar massa para todos os
corpos três condições devem ser satisfeitas:

• Deve existir um campo universal que interage com todas as espécies de
particulas;

• Esse campo deve ser tal que sua interação com a matéria quebra explici-
tamente alguma simetria exibida por particulas de massa nula, como por
exemplo a liberdade de gauge (calibre) para campos vetoriais ou a chirali-
dade para fermions.

• Deve existir um parâmetro livre sem dimensão, de tal modo que diferentes
corpos adquirem valores distintos para suas massas (gerando o espectro
de massa);

Existem somente dois candidatos aceitáveis para essa função que preenche a
primeira condição:

• O campo gravitacional;
• Um campo escalar especifico ’;

Os fisicos de altas energias produziram um mecanismo de geração de massa
baseado em um campo escalar ao qual se deu o nome mecanismo de Higgs [81].
No entanto, uma dificuldade de principio aflige esse mecanismo e que pode
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ser sintetizado em uma questão: quem dá massa àquele que dá massa a todas
as outras particulas? A proposta do mecanismo de Higgs não apresenta uma
solução a essa questão. O mecanismo gravitacional mostra, para essa questão
uma superioridade, posto que a interação gravitacional se faz através de um
campo que não tem massa.

Os exercicios seguintes estão relacionados ao mecanismo gravitacional.

MGM − 1

Preâmbulo

Uma formulação do principio de Mach consiste na afirmação de que as proprie-
dades de inércia de um corpo A são determinadas pela distribuição da energia
em todo o espaço, ou seja a ação do resto-do-universo sobre A . Um modo
natural de descrever essa situação consiste em assimilar esse estado à confi-
guração mais homogênea relacionando-o ao que Einstein chamou de constante
cosmológica ou, em linguagem moderna ao vácuo de todos os outros corpos.
Ou seja, descrever a distribuição de energia complementar ao corpo A como
sendo dada por

T—� = – g—�

Note que todas as configurações do mecanismo de geração de massa de Higgs
possuem exatamente essa forma para a distribuição de energia do estado fun-
damental do campo de Higgs [81].
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MGM − 2

Massa para um campo escalar: um caso trivial

Considere a interação do campo escalar sem massa com a gravitação na relati-
vidade geral dada por

L =
1

»0

R +
1

2
@¸’@

¸’+ B(’)R − –

»0

onde, a expressão de B em termos do campo escalar será fixada mais adiante.
Calcule as equações dos campos ’ e g—�: Mostre que podemos escrever a dinâ-
mica sob a forma

2’+ Z = 0

onde

Z =
B′

¸0 + 2B

 
@¸’@

¸’(1 + 6B′′) + 6B′2’− 4–

»0

!

¸0 = 2=»

MGM − 3
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Massa para o campo escalar-II

Vamos agora examinar um caso mais geral. Considere a lagrangiana de um
campo escalar acoplado não-minimamente à geometria, dada por

L =
1

»
R +

1

2
W (’) @¸’@

¸’+ B(’)R − Λ

»

onde a dependência de B e W no escalar será fixada a posteriori. Estamos
sempre no sistema de unidades onde ~ = c = 1: Note que a interação de ’

com o resto-do-universo (RDU) é dada somente via gravitação pela constante
cosmológica Λ: Ou seja, Λ representa a influência de RDU sobre ’: Calcule as
equações de movimento dadas por variações de ’ e g—� e o tensor de energia
correspondente.

MGM − 4

Usando o traço do tensor T—� na equação da métrica e substituindo na equação
do campo escalar obtém-se sucessivamente (Mostre)

(¸0 + 2B)R = − @¸’@¸’ (W + 6B′′)− 6B′2’+ 4
Λ

»

onde usamos 2B = B′2’+B′′ @¸’@
¸’: Inserindo na equação do escalar temos

uma auto-interação de ’ induzida pela gravitação:

M2’ + N @¸’@¸’−Q = 0

onde

M ≡ W +
6(B′)2

¸0 + 2B
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N ≡ 1

2
W ′ +

B′ (W + 6B′′)

¸0 + 2B

Q =
4 ΛB′

» (¸0 + 2B)

Selecione as funções B e W de tal modo que o fator gradiente do campo escalar
desapareça da equação pondo N = 0: Como resultado da interação gravitaci-
onal o campo escalar adquire uma massa — que depende da constante ˛ e da
existência de Λ: Exiba a expressão dessa massa.

MGM − 5

Mostre que no caso do campo ter uma massa o mecanismo gravitacional renor-
maliza essa massa —0 para o valor

—2 = —2
0 + ˛ Λ:

MGM − 6
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O caso dos fermions: gravidade quebra simetria chiral

A dinâmica de um campo spinorial sem massa é dada pela equação de Dirac:

i‚—@— Ψ = 0:

Essa equação é invariante chiral (isto é, invariante sob transformação de ‚5:

Para ter massa o fermion deve quebrar essa invariância. Considere a interação
do fermion com a gravitação dada pela lagrangiana

L = ~ c
„
i

2
Ψ̄‚—∇—Ψ− i

2
∇—Ψ̄‚—Ψ

«
+

1

»
R + V (Φ)R − 1

»
Λ

+ LCT

onde
Φ ≡ Ψ̄ Ψ

e preserva a invariância de gauge sob o mapa

Ψ→ exp(i „) Ψ

mas quebra a invariância chiral. O contra-termo LCT deve ser escolhido de tal
forma que não apareçam derivadas na métrica de ordem superior (a dois) ou
seja, deve ser do tipo

LCT = H(Φ) @—Φ @—Φ

A dinâmica do campo Ψ é dada por

i‚—∇— Ψ +
“
X @–Φ @–Φ + Y2Φ

”
Ψ + ZΨ = 0:

Questão: qual a forma de X;Y;Z? Quais devem ser as formas de V e H de tal
modo que os termos em gradiente e∇—∇— do campo Ψ desapareça da sua equa-
ção? Obtenha assim a equação do fermion com massa, adquirida pela interação
gravitacional. Note que o valor da massa é dado por (mostre)

m =
4ff Λ

» c2
:
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ou seja, ela se anula se a constnte cosmológica fôr zero. Questão: a razão
m=ff obtida acima, que tem o significado de uma densidade de massa, é uma
constante universal. Como interpretar essa universalidade?

MGM − 7

Massa para campo vetorial

Considere um cenário com tres ingredientes: um campo vetorial sem massa, o
campo gravitacional onipresente e uma distribuição homogênea de energia que
é identificada com o vácuo. A dinâmica, impondo que a interação do campo
eletromagnético coma gravitação seja feita pelo acoplamento minimo, é dada
pela lagrangiana

L = −1

4
F—� F

—� +
1

»
R − 2 Λ

¸0

vspace1.00cm Calcule as equações de movimento e mostre que, nesse caso, o
vacuo Λ é invisivel para W—:
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MGM − 8

Se a gravitação é a responsável por conceder massa ao campo, sua interação
deve violar a invariância de gauge. A lagrangiana deve ser da forma

L = −1

4
F—� F

—� +
1

»
R

+
‚

6
RΦ + ‚ R—�W

—W �

− Λ

»

onde o parâmetro ‚ é adimensional e definimos

Φ ≡ W—W
—:

Exiba as equações de movimento variando independentementeW— e g—�:Usando
a definição do tensor momento-energia calcule a forma da energia do campo
W—: Usando o traço da equação da métrica é possivel re-escrever a dinâmica do
campo vetorial onde a massa do campom é dada por

—2 =
2 ‚ Λ

3
:

Mostre que se tem efetivamente, para o campo vetorial, como resultado da in-
teração com o resto-do-universo, representado pela constante cosmológica, a
forma:

F —� ;� +
2 ‚ Λ

3
W —

− » ‚2

3
∇¸∇˛ (W¸W ˛)W —

+ 2 ‚ R—�W
� = 0
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MGM − 9

Comentário introdutório ao caso do campo de spin-2

Existem dois modos equivalentes de descrever um campo de spin-2 [14]:

• Esquema de Einstein
• Esquema de Fierz

O primeiro faz uso de um tensor simétrico de segunda ordem ’—� e o segundo
usa um tensor de terceira ordem F¸˛–: O tensor F¸˛— é anti-simétrico no primeiro
par de indices e obedece a identidade ciclica:

F¸—� + F—¸� = 0;

F¸—� + F—�¸ + F�¸— = 0:

Mostre que assim definido o dual de F¸—� não tem traço

∗
F

¸—
— = 0:

e possui 20 componentes independentes.

Mostre que a condição necessária e suficiente para que F¸—� represente um só
campo de spin-2 (descrito por 10 componentes) é dada por

∗
F

¸(—�)
;¸ = 0:

Note que essa condição é analoga ao que ocorre no caso do campo eletromag-
nético: a condição necessária para que exista um potencial A— para o campo EM
F—� é dada por

∗
F

¸—
;¸ = 0:



318 Capítulo 20. Mecanismo gravitacional de geração de massa

Mostre que vale a identidade

F¸˛— ;— = 0:

Chama-se tensor de Fierz o objeto F¸—� que satisfaz as condições acima. Mostre
que se F¸—� é um tensor de Fierz então ele representa um unico campo de spin-2.

Mostre que, no espaço de Minkowski, a conecção entre a representação de Eins-
tein e a de Fierz de tal modo que existe um tensor simétrico de segunda ordem
’—� que atua como um potencial para o campo de Fierz e se pode escrever

2F¸—� = ’�[¸;—] +
“
’;¸ − ’¸–;–

”
”—�

−
“
’;— − ’—–;–

”
”¸�:

onde ”—� é o tensor métrico de Minkowski. O fator 2 foi introduzido por conveni-
encia.

Mostre que podemos re-escrever essa relação sob a forma mais compacta

2F¸—� = ’�[¸;—] + F[¸ ”—]�:

Mostre a identidade

F¸(—�);¸ ≡ − 2G(L)
—�

onde G(L)
—� é o tensor de Einstein linearizado, definido a partir da perturbação

da métrica

g—� = ”—� + ’—�
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dado por

2G(L)
—� ≡ ∇¸∇¸ ’—� − ’›(—;�) ;› + ’;—� − ”—�

“
∇¸∇¸’− ’¸˛;¸˛

”
:

Mostre que a divergencia de F¸(—�);¸ implica na identidade de Bianchi:

F¸(—�)
;¸— ≡ 0:

Dinâmica de F¸—� na geometria de Minkowski

A forma da lagrangiana deve ser construida a partir dos três invariantes

A ≡ F¸—� F¸—�

B ≡ F—F —:

W ≡ F¸˛–
∗
F

¸˛– =
1

2
F¸˛–F

—�– ”¸˛—�:

Mostre que W é um invariante topológico e não contribui para a dinâmica. A
dinâmica do campo de spin-2 é dada por

G(L)
—� = 0:

ou, na representação de Fierz:

F –(—�)
;– = 0:

Qual Lagrangiana conduz a essa equação?
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MGM − 10

O caso do campo de spin-2 massivo

O termo de massa incluido na lagrangiana tem a forma

L = A− B +
m2

2

“
’—� ’

—� − ’2
”
;

implicando na equação de movimento

F¸(—�);¸ −m2 (’—� − ’”—�) = 0;

ou equivalentemente,

G(L)
—� +

m2

2
(’—� − ’”—�) = 0:

Mostre que dessas relações segue

’—�;� = 0:

MGM − 11
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O campo de spin-2 em um background curvo: as vantagens da representação
de Fierz

A passagem da equação de spin-2 da geometria de Minkowski para uma geo-
metria arbitrária curva pode ser feita diretamente, via acoplamento minimo na
formulação via tensor de Fierz. Com efeito, temos usando a equação acima:

F¸(—�);¸ −m2 (’—� − ’”—�) = 0;

onde a única diferença ocorre na transformação da derivada simples (represen-
tada pela virgula ,) por derivada covariante (representada pelo ponto-virgula ;).
Mostre, porvoutro lado, que como consequência da existência de derivadas du-
plas na equação do campo na representação que usa campo ’—� aparece uma
ambiguidade na generalização da equação para geometrias curvas. Duas pos-
sibilidades aparecem G(I)

—� e G(II)
—� . Quais suas formas? Uma combinação

dessas duas formas reproduz corretamente a boa equação identificada acima
(na representação de Fierz). Exiba essa expressão.

MGM − 12

Geração de massa para o campo de spin-2

Seguiremos a mesma estratégia como fizemos nos casos dos campos de spin 0,
1/2 e 1. Começamos por considerar a lagrangiana de interação com a gravitação
via relatividade geral dada por
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L = F¸—� F
¸—� − F¸ F¸ +

1

»
R

+ aR¸—˛� ’
¸˛ ’—�

− Λ

»

Calcule as equações de movimento por variação independente de g—� e do campo
de Fierz F¸—�: Mostre que a constante cosmológica induz um termo de massa
para o campo.
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Soluções

MGM − 2

2’− RB′ = 0:

2

»
(R—� −

1

2
R g—�) = −T—�

onde B′ ≡ @B=@’: O tensor T—� é dado por

T—� = @—’@�’−
1

2
@¸’@

¸’g—�

+ 2B (R—� −
1

2
R g—�)

+ 2∇—∇�B − 22B g—� +
–

»0

g—�

O traço da equação se escreve

(¸0 + 2B)R = − @¸’@¸’− 62B +
4–

»0

Escolha B para que o fator envolvendo o gradiente do campo desapareça dessa
equação e redefina o campo pela translação

Φ = −’+ 6b

B = a + b ’− 1

12
’2

onde a e b são parâmetros arbitrários. A quantidade a realiza somente uma
renormalização da constante 1=»0 e o parâmetro b é responsável para distinguir
diferentes massas para diferentes campos.

Assim, o resultado final (mostre) é dado por
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2Φ + —2 Φ = 0

onde

—2 =
2–

3

»ren
»0

»ren =
1

¸0 + 2a + 6b2
:

Como resultado do processo de interação gravitacional acima descrito, o campo
escalar adquire uma massa — que depende da existência da constante cosmoló-
gica (o vácuo –:) Se – é nulo, então a massa é nula. As diferentes massas estão
contempladas no parâmetro b:

MGM − 3

W 2’+
1

2
W ′ @¸’@

¸’− B′R = 0

¸0 (R—� −
1

2
R g—�) = −T—�

com ¸0 ≡ 2=» e B′ ≡ @B=@’:

O tensor de energia definido por

T—� =
2√
−g

‹(
√
−g L)

‹g—�
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é dado por

T—� = W @—’@�’−
1

2
W @¸’@

¸’g—�

+ 2B (R—� −
1

2
R g—�)

+ 2∇—∇�B − 22B g—� +
1

»
Λ g—�

MGM − 4

W =
2q − 6(B′)2

¸0 + 2B

onde q é uma constante. Daí

2’− 2 Λ

q »
B′ = 0:

Pondo
B = −˛

4
’2

segue
2’+ —2 ’ = 0

obtendo então que a massa é proporcional à constante cosmológica.

—2 =
˛ Λ

2
:
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MGM − 6

Z ≡ 2¸0 Λ V ′

Q

X =
V ′ (ΦH′ − 2H − 6V ′′)

Q
−H′

Y =
V ′ (2HΦ− 6V ′)

Q
− 2H

e Q ≡ ¸0 + 2V + Φ V ′ onde ¸0 = 2=»:

Exigindo que X = Y = 0 implica em uma só condição:

H =
− 3(V ′)2

¸0 + 2V
:

O termo não minimo V é tal que Z se reduz a uma constante, isto é

V =
¸0

2

h
(1 + ffΦ)−2 − 1

i
Segue então

H = −3¸0 ff
2 (1 + ffΦ)−4

ff é uma constante.

A equação do spinor se escreve

i‚—∇— Ψ−mΨ = 0:

onde
m =

4ff Λ

» c2
:
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MGM − 7

F —� ;� = 0

(R—� −
1

2
R g—�) = −»T—�

onde F—� = ∇�W— −∇—W� e ¸0 ≡ 2=»:

MGM − 8

F —� ;� +
‚

3
RW — + 2‚ R—�W� = 0

¸0 (R—� −
1

2
R g—�) = −T—�:

O tensor de energia tem a forma
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T—� = E—�

+
‚

3
∇—∇�Φ− ‚

3
2Φ g—� +

‚

3
Φ (R—� −

1

2
R g—�)

+
‚

3
RW—W� + 2‚R—

–W–W� + 2‚R�
–W–W—

− ‚ R¸˛W
¸W ˛ g—� − ‚∇¸∇˛ (W¸W ˛) g—�

+ ‚∇�∇˛(W—W
˛) + ‚∇—∇˛(W�W

˛)

+ ‚2(W—W�) +
1

»
Λ g—�

onde
E—� = F—¸ F

¸
� +

1

4
F¸˛ F

¸˛ g—�

MGM − 9

A lagrangiana tem a forma

L = A− B:

Com efeito, temos para a ação

‹S =
Z
F¸ (—�)

;¸ ‹’—� d
4x:

ou seja,

‹S = −2
Z
G(L)

—� ‹’
—� d4x;
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onde G(L)
—� tem a forma dada anteriormente.

MGM − 10

O traço da dinâmica dará

F¸;¸ +
3

2
m2 ’ = 0;

e a divergência implica
F— = 0:

Dai segue ’ = 0:

Em termos do potencial temos

’; — − ’›— ;› = 0:

Ou seja, os 10 graus de liberdade iniciais se transformaram em 5 graças ao
vinculo

’—�;� = 0:

MGM − 11
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Seguindo [14] temos as duas possibilidades para a equação de spin-2 em um
espaço curvo:

2G(I)
—� ≡ 2’—� − ’›(—;�)

;› + ’;—� − ”—�
“
2’− ’¸˛ ;¸˛

”
;

2G(II)
—� ≡ 2’—� − ’›(—;›

;�) + ’;—� − ”—�
“
2’− ’¸˛ ;¸˛

”
:

Elas diferem somente na derivada de segunda ordem presente no segundo termo
do lado direito dessas equações. A equação livre de ambiguidades é dada por

bG—� ≡ 1

2

“
G(I)

—� + G(II)
—�

”
e corresponde a

bG—� +
1

2
m2 (’—� − ’g—�) = 0:

que é precisamente a equação usada para um campo massivo de spin-2 obtida
sem ambiguidades na representação de Fierz.

MGM − 12

Temos

F¸(—�);¸ + 2aR¸—˛� ’
¸˛ = 0;

1

»

 
R—� −

1

2
R g—� +

Λ

2
g—�

!
+ T—� + a Y—� = 0:
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A quantidade Y—� se escreve

Y —� ≡ S–—�›;›;– −
1

2
R¸ff˛– ’

¸˛ ’ff– g—� +
3

2
R¸ff˛

(— ’�)ff ’¸˛ − 1

2
R¸ff˛– ’

¸˛ ’ff– g—�

onde

S¸—˛� ≡ ’¸˛ ’—� − ’¸� ’˛—

e que possui as simetrias:

S¸—˛� = −S¸—�˛ = −S—¸˛� = S˛�¸—:

Lembrando a identidade

R¸—˛� = W¸—˛� +
1

2
(R¸˛ g—� + R—� g¸˛ − R¸� g˛— − R˛— g¸�)− 1

6
R g¸—˛�:

Mostre que

R¸—˛� ’
¸˛ ’—� = W¸—˛� ’

¸˛ ’—� +
„
R¸˛ −

1

6
R g¸˛

« “
’’¸˛ − ’¸– ’–˛

”
:

Consequentemente a equação do campo de spin-2 se escreve

F¸(—�);¸ −
aΛ

3
(’—� − ’g—�) + 2aW¸—˛� ’

¸˛ + Q—� = 0;

onde Q—� contém os termos não lineares da interação do campo de spin-2 com a
gravitação. Note a presença do termo massivo (cf seção anterior) que se anula,
como em todos os casos anteriores, quando o vazio cosmológico, representado
pela constante Λ; se anula.





21 PRINCIPIO DE MACH GENERALI-
ZADO

Vamos dar um exemplo de como é possivel entender, de modo prático, o prin-
cipio de Mach, para além da noção vaga de que processo locais dependem das
propriedades globais do universo. Vamos verificar que graças à influência cos-
mológica sobre a microfisica a dinâmica de Heisenberg (cf. seção anterior) é
consequência da interação de um fermion que obedece a dinâmica linear de Di-
rac com o resto-do-universo [82].

Considere o acoplamento entre um fermion de Dirac e a gravitação na teoria da
relatividade geral dada pela lagrangiana (usamos ~ = c = 1)

L = LD +
1

»
R + V (X)R − 1

»
Λ + LCT

onde

LD ≡
i

2
Ψ̄‚—∇—Ψ− i

2
∇—Ψ̄‚—Ψ

onde o termo de acoplmento não-minimo do campo spinorial com a gravitação
está contido no termo V (X) que depende do escalar X definido por

X = A2 + B2

onde seguimos a notação de capitulo anterior: A = Ψ̄ Ψ and B = iΨ̄ ‚5 Ψ: Essa
quantidade X é invariante chiral.
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PMG − 1

Mostre essa afirmação.

PMG − 2

O termo LCT na lagrangian serve para contrabalançar e eliminar termos da forma
@–X @

–X e 2X. O termo mais geral é

LCT = H(X) @—X @
—X

Obtenha as dinâmicas de Ψ e da métrica.

PMG − 3

Tomando o traço da equação da métrica mostre que obtemos
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(¸0 + 2V + 2 V ′X)R = (4HX − 6V ′)2X

+ (2H′X − 6V ′′ − 2H) @¸X @
¸X

+ 2¸0 Λ

Então podemos escrever

Ω = (M2X + N @—X @—X) +
4¸0 Λ V ′

¸0 + 2V + 2 V ′X

onde

M =
2V ′(4HX − 6V ′)

¸0 + 2V + 2 V ′X
− 4H

N =
2V ′ (2X H′ − 6V ′′ − 2H)

¸0 + 2V + 2 V ′X
− 2H′

Inserindo este resultado na equação do fermion tem-se:

i‚—∇— Ψ +
“
M2X + N @–X @–X

”
Ψ + Z (A+ i B ‚5)Ψ = 0

onde

Z =
4¸0 Λ V ′

∆

e definimos ∆ ≡ ¸0 + 2V + 2 V ′X que permite escrever M e N sob a forma

M = − 4

∆

“
3 V ′2 +H (¸0 + 2V )

”

N = − 2

∆

“
3 V ′2 +H (¸0 + 2V )

”′

PMG − 4
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Neste estágio, selecione os possiveis valores de V e H de tal modo que os ter-
mos em gradiente e em 2 desapareçam da equação de Ψ obtendo a equação de
Heisenberg. Qual a forma final da lagrangian?

Resumindo: quando a constante cosmológica se anula a dinâmica do fermion é
dada pela expressão de Dirac

i‚—∇— Ψ = 0

No outro caso, segundo Mach, obtem-se a dinâmica de Heisenberg

i‚—∇— Ψ− 2s (A+ iB‚5) Ψ = 0:

PMG − 5

Considere uma situação semelhante ao caso anterior de uma teoria do campo
eletromagnético interagindo com a gravitação de modo controlado pela lagran-
giana [carlos]

L = − 1

4
F +

1

»
R +

1

»
Λ +

1

»
V (F )R + LCT

Note que V (F ) é adimensional e representa acoplamento não-minimo com a gra-
vitação; o contra-termo LCT ; depende somente de F e primeiras derivadas é in-
troduzido para eliminar derivadas de ordem superior que apareceriam devido ao
acoplamento não-minimo (como apareceriam?). Qual a forma mais geral desse
contra-termo? Escreva as equações que decorrem dessa lagrangiana variando
o campo eletromagnético e a métrica. Mostre que a escolha conveniente de V e
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de H que eliminam derivadas superiores induz uma equação de movimento para
o campo F—� que pode ser escrito sob a forma

LF F
—�
;� + LFF F

—� F� = 0:

onde LF = @L=@F:

Escolhendo V e H para eliminar termos em gradiente e no dallembertiano 2F

das expressões de X e Ω encontramos para da expressão de X para eliminar
2F

H + 3
(V
′
)2

» (1 + 2 V )
= 0:

Mostre que essa única condição é suficiente para eliminar todos os demais ter-
mos em gradiente de F de X e Ω bem como o termo em 2F de Ω:
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Soluções

PMG − 1

Ψ′ = ‚5 Ψ:

Com efeito, sob a transformação ‚5 segue

A′ = −A; B′ = −B; then;X ′ = X:

PMG − 2

Variação independente de Ψ e g—� implica

i‚—∇— Ψ + Ω (A+ i B ‚5)Ψ = 0:

onde
Ω ≡ 2R V ′ − 2H′ @—X @

—X − 4H2X

e temos para a métrica a equação
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¸0 (R—� −
1

2
R g—�) = −T—�

onde ¸0 ≡ 2=» e V ′ ≡ @V =@X: O tensor de energia tem a forma

T—� =
i

4
Ψ̄‚(—∇�)Ψ−

i

4
∇(—Ψ̄‚—)Ψ

+ 2V (R—� −
1

2
R g—�) + 2∇—∇�V − 22V g—�

+ 2H @—X @�X −H @–X @–X g—� +
¸0

2
Λ g—�

PMG − 4

O modo mais simple é colocar M = N = 0; que é satisfeito se

H = − 3 V ′2

¸0 + 2V

Impondo que Z deve se reduzir a uma constante tem-se

V =
1

»

"
1

1 + ˛ X
− 1

#
:

Como consequência

H = − 3˛2

2»

1

(1 + ˛ X)3

onde ˛ é uma constante. Tem-se então que Ψ satisfaz a dinm̂ica dada por
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i‚—∇— Ψ− 2s(A+ i B ‚5)Ψ = 0

onde

s =
2˛ Λ

»(~ c)
:

A lagrangian tem a forma final dada por

L = LD +
1

» (1 + ˛X)
R − 1

»
Λ− 3˛2

2»

1

(1 + ˛X)3
@—X @

—X:

PMG − 5

Variando o potencial electromagnetico potential A— e a métrica g—� tem-se

F —� ;� −
4

»
[R V

′
F —�];� − 4[H

′
F– F

– F —�];� + 8[(H F –);– F
—�];� = 0

onde V
′
representa a derivada em relação a F; e

1

»
(R—� −

1

2
R g—�) = −T—�

onde

T—� =
2√
−g

‹
√
−g Lm
‹g—�

:
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Por um cálculo direto obtemos

T—� = F—¸ F
¸
� +

1

4
F g—�

+
2V

»
(R—� −

1

2
R g—�) +

2

»
∇—∇�V −

2

»
2V g—�

+ 2H F— F� −H F– F – g—� +
Λ

»
g—�

onde F— = @—F e o traço da equação da métrica permite escrever

R =
1

(1 + 2 V )

“
4 Λ− 6 V

′
2F − (6 V

′′
+ 2»H)F— F

—
”

Finalmente, temos
X F —� ;� + ΩF —� F� = 0:

onde

X ≡ 1− 16 Λ V
′

» (1 + 2 V )

+ F¸ F
¸

 
4H

′
+

8H V
′

(1 + 2 V )
+

24 V
′
V
′′

» (1 + 2 V )

!

+ 2F

 
8H +

24 (V
′
)2

» (1 + 2 V )

!
||

ΩF� = − 4

»
(R V

′
);� − 4 (H

′
F– F

–);� + 8 (H F –);–;�

Escolhendo V e H para eliminar termos em gradiente e no dallembertiano 2F

das expressões de X e Ω: Temos

H + 3
(V
′
)2

» (1 + 2 V )
= 0:

a outra condição

H
′
+

2H V
′

(¸0 + 2 V )
+

6 V
′
V
′′

» (1 + 2 V )
= 0

nada mais é do que a derivada dessa primeira.

Assim, tem-se
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X = 1− 16 Λ

»

 
V
′

1 + 2 V

!
:

Segue o belo resultado: essa condição elimina todos os demais termos indese-
jáveis em 2 de F que aparecem em Ω: Temos assim

LF F
—�
;� + LFF F

—� F� = 0:

onde LF = @L=@F:

Podemos escrever a lagrangiana sob a forma

L = F − 8 Λ

»
ln(1 + 2 V ):

Concluimos então que dada uma teoria não linear L(F ) a interação não minima
com a gravitação através V e H fica determinada pela expressão acima. Ou,
de forma inversa, especificando a dependência de V (F ) determina a lagrangiana
não linear L(F ): Isso só é possivel graças à influência da constante cosmológica.
Se ela fôr nula, a teoria se reduz à expressão linear de Maxwell.



22 GEOMETRIA RESTRITA DE CARTAN:
DOIS CAMPOS DE SPIN-2

Comentário Uma generalização da geometria de Riemann foi estabelecida pelo
matemático francês E. Cartan [83] introduzindo uma conexão afim Γ¸—� que não
possui a simetria nos dois indices covariante. Uma tal estrutura foi utilizada em
várias ocasiões para ir além da teoria da relatividade geral em particular em pro-
cessos gravitacionais envolvendo campos de spin semi-inteiro. Essa geometria
teve grande sucesso, embora efêmero, quando Trautman e outros mostraram
que a torção associada a essa geometria poderia evitar o aparecimento de singu-
laridade no cenário cosmológico. Aqui, nós iremos somente considerar alguns
aspectos da teoria de campos associado a essa geometria. Nós iremos verificar
que a torção geométrica pode esconder a presença de dois campos de spin-2.
Usaremos as definições da geometria de Cartan descritas no capitulo primeiro.

Geometria de Cartan Restrita (RCG)

Considere a geometria de Cartan sem pseudo-traço:

fi∗¸ = 0:

Essa condição elimina 4 graus de liberdade da torção. Definimos F—�¸ que pos-
sui 20 graus de liberdade (mostre) pela forma
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fi¸—� − g¸›—� fi› = F—�
¸:

Temos as propriedades (mostre):

F—�¸ = −F�—¸:

∗
F

¸
˛¸ = 0

ou seja

F—�¸ + F�¸— + F¸—� = 0:

Seguindo Fierz [corson], podemos descrever F¸—� em termos de dois tensores
simétricos de ordem-2: A—� e B—�: Vmos considerar em um primeiro momento
que um desses campos, digamos B—� se anula.

Mostre que podemos escrever

2F¸˛— = A—[¸;˛] + (A;¸ − A¸›;›) ”˛— − (A;˛ − A˛›;›) ”¸—;

onde A = A—� ”
—�:

O traço F¸ é dado por

F¸ = F¸—�”
—�

isto é,

F¸ = A;¸ − A¸›;›:

Pode-se então re-escrever F¸˛— sob a forma (mostre) compacta:

2F¸˛— = A—[¸;˛] + F[¸”˛]—;
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onde usamos [x; y ] ≡ xy − yx e usaremos também (x; y) ≡ xy + yx:

Escreveremos, como no capitulo primeiro, a conexão usando a contorção K¸˛—

Γ›—� = {›—�}+K›
—�

Mostre que podemos escrever

K›
—� = 2F ›�— + F� ‹

›
— − F › ”—�

ou, equivalentemente

K›—� = A›—;� − A—�;›;

Tensor de curvatura na geometria restrita de Cartan (RCG)

O tensor de curvatura é definido como

R¸ff˛– = Γ¸˛ff;– − Γ¸–ff;˛ + Γ¸– Γ˛ff − Γ–ff Γ¸˛:

No background de Minkowski a contração é dada por (mostre):

R—� = K¸
¸—;� −K¸

�—;¸ +K¸
�K


¸— −K¸

¸K

�—;

ou seja

R—� = 2A—� − A¸(—;�)¸ + A;—� + [KK]—�

onde
[KK]—� ≡ K¸

�K

¸— −K¸

¸K

�—

2 ≡ ”—� @— @�:
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Mostre que podemos escrever

[KK]—� ≡ (A�¸; − A�;¸) (A¸;— − A—¸;)− (A;¸ − A¸›;›) ”¸ (A�;— − A�—;) :

Segue [KK] ≡ [KK]—� ”
—�;

[KK] = −2U

onde U é o invariante

U ≡ F¸˛— F¸˛— − F¸ F¸:

Mostre que o escalar de curvatura nas condições acima se escreve

R = 22A− 2A¸˛;¸˛ − 2U:

ou também sob a forma

R = 2 (F¸;¸ − U) :

Considere a dinâmica da torção restrita a um campo de spin-2 como dada pelo
escalar de curvatura da geometria de Cartan. Mostre que temos

S =
Z
R d4x = −2

Z
U d4x

a menos de uma divergência total.

Essa dinâmica foi introduzida por Fierz [fierz] para descrever um campo de spin-
2 e corresponde ao limite linear da Relatividade Geral (mostre).
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Com efeito, temos

‹S = −
Z

2F¸(—�)
;¸ ‹A—� d

4x

Pela identidade

F¸—�;¸ =
1

2
F¸(—�)

;¸ = − 1

2
GL—�;

temos

‹S = 2
Z
GL—� ‹A

—� d4x;

onde

GL—� ≡ 2A—� − A›(—;�) ;› + A;—� − ”—�
“
2A− A¸˛;¸˛

”
;

onde L significa linearização das equações da RG.

Podemos então afirmar:

• A restrição da torção (10 graus de liberdade ) descreve um tensor simétrico
de segunda ordem A—� ;

• A dinâmica gerada pelo escalar de curvatura (ação de Hilbert-Einstein) gera
a equação linear do campo de spin-2 A—� .

Mostre que ao considerarmos os outros 10 graus de liberdade da torção e se-
guindo um caminho semelhante ao que desenvolvemos acima podemos descre-
ver dois campos de spin-2.

Mostre que o escalar de curvatura se escreve

R = K¸
¸—;�”

—� −K¸
—�;¸ ”

—� + [KK]:

onde

K¸
¸— = F—

K—¸˛ ”
¸˛ = −F—
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K¸—K
¸— = 2F¸—F

—¸ − F—¸F —¸ + 2A¸ A¸

−4F ∗¸Σ¸ − 6 Σ¸ Σ¸:

Ou seja

[KK] = −2A¸˛— A
¸˛— + 2B¸˛—B

¸˛— − 2B¸B
¸

+ 2A¸ A
¸ + 4B¸ Σ¸ − 6Σ¸ Σ¸ − 4A¸˛—B∗¸˛—:

E dai (como?)
R = div − 2U[A¸˛] + 2U[B¸˛]:

Mostre enfim que a dinâmica
S =

Z
Rd4x

gera, por variações independentes de A—� e B—�; as equações para os dois cam-
pos de spin-2:

GL—�(A) ≡ 2A—� − A›(—;�) ;› + A;—�

− ”—�
“
2A− A¸˛;¸˛

”
= 0:

GL—�(B) ≡ 2B—� − B›(—;�) ;› + B;—�

− ”—�
“
2B − B¸˛;¸˛

”
= 0:

Generalize o resultado anterior no caso de um background riemanniano curvo



23 TEORIA DAS PERTURBAÇÕES (MO-
DOS DE VIBRAÇÃO DO UNIVERSO)

A quase totalidade dos textos dedicados à teoria das perturbações em cosmo-
logia usam os métodos originais estabelecidos em [1] e com as posteriores dis-
cussões e alterações envolvendo a questão da escolha de sistema de coorde-
nadas, o chamado problema da gauge [84] [85]. Nós iremos seguir uma outra
forma de analisar esse problema. Embora se trata de um método que tenha sido
estabelecido há muito tempo [86] sua difusão foi pequena. Há várias razões de
natureza não cientificas para isso. Não é nosso objetivo fazer aqui essa história.
Queremos sim exibir esse método que, em vários casos é superior ao método
usual.

Dessa forma, contrariamente ao que aconteceu nos capitulos anteriores, farei
aqui uma introdução mais demorada retirada do livro [6].

Introdução

Vamos considerar aqui a questão da estabilidade de modelos cosmológicos.
Perturbações do tensor momento-energia T—� geram modificações na geometria.
Devido à não linearidade dessas equações, a métrica perturbada g—� + ‹g—� não
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satisfaz necessariamente às equações de Einstein. Limitaremos nosso estudo
a variações ‹T —� do tensor momento-energia que estão acopladas à métrica ‹g—�
através das equações de Einstein perturbadas:

‹R—� −
1

2
(‹R) ‹—� = −k‹T —� (23.1)

As quantidades perturbadas envolvem a geometria e a matéria e usualmente são
dadas por:

(i) tensor métrico: g—� → g—� + ‹g—� = g̃—�

(ii) densidade de energia: → + ‹ = ̃

(iii) velocidade do fluido: v— → v— + ‹v— = ṽ—

(iv) pressão: p → p + ‹p = p̃

Nessas expressões, ‹, ‹p; ‹v— e ‹g—� serão considerados quantidades peque-
nas, isto é, (‹)2 << ‹; etc. Como consequência dessas modificações, quan-
tidades funcionais associadas sofrem alterações, que serão sempre considera-
das na aproximação linear.

Tem sido uma prática comum, a partir do trabalho seminal de Lifshitz [Lifshitz])
ao considerar a teoria da perturbação das equações da Relatividade Geral, exa-
minar variações de quantidades não-observáveis como ‹g—� . A partir desta va-
riação obtém-se as demais quantidades envolvendo o tensor de curvatura e
suas contrações. De forma correspondente, variações das quantidades repre-
sentando a cinemática e a dinâmica da fonte seriam consideradas gerando ‹T—�;
relacionadas pelas equações perturbadas como acima. A principal dificuldade
deste método é que ele mistura verdadeiras perturbações com transformações
arbitrárias (infinitesimais) de coordenadas. Tem-se assim uma questão adicio-
nal: separar verdadeiras perturbações de simples transformações de coordena-
das. Esta dificuldade é conhecida na literatura como o problema da gauge da
teoria das perturbações. Soluções foram encontrada por diversos autores [85],
[87],[86]) que procuraram combinações que fossem independentes de gauge a
partir das quantidades fundamentais escritas em termos do tensor métrico e
suas derivadas. O passo seguinte consiste em usar as equações da Relatividade
Geral para estabelecer a evolução dinâmica destas quantidades físicamente re-
levantes.

Há, entretanto, um outro método, mais direto e muito mais simples e útil quando
se trata de examinar a perturbação da geometria de Friedmann. Trata-se de es-
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colher, desde o começo, variáveis físicas, quantidades observáveis e procurar
um sistema dinâmico que permite tratar somente com estas quantidades. Isto é,
neste método não é sequer necessário evitar a questão de gauge: ela simples-
mente não existe. Veremos aqui como ele funciona1.

Vimos que há dois modos distintos mas equivalentes de considerar as equações
da Relatividade Geral. Um deles, consiste na forma tradicional e gera a equação

‹R—� −
1

2
‹R ‹—� = −» ‹T —� :

O outro método usa as equações JEK. O caso de um universo do tipo Friedmann,
conformalmente plano, permite antecipar que JEK seria mais conveniente, posto
que qualquer variação do tensor de Weyl é reconhecida de imediato como uma
verdadeira perturbação, eliminando qualquer eventual ambiguidade.

A variação do tensor de Weyl conforme ‹W¸˛—� é então a quantidade básica a
ser considerada, posto que ela não pode ser obtida por uma transformação de
coordenadas. Esta situação resolve ab initio o problema de gauge. Igualmente
crucial é o fato de que para se obter um sistema dinâmico fechado para a pertur-
bação, em JEK, não é necessário o conhecimento de todas as componentes de
‹g—� .

De um ponto de vista técnico, é conveniente considerar todas as quantidades
perturbadas como funções escalares. Para realizar isso, expandem-se todas as
quantidades em uma base completa de funções (por exemplo, em termos de
harmônicos esféricos). Dividimos, assim, as quantidades perturbadas em duas
classes:

• Classe A: quantidades que são nulas na geometria não-perturbada;
• Classe B: quantidades que não são nulas na geometria não-perturbada.

Pela análise tensorial, somente deveríamos nos concentrar na classe A, posto
que qualquer perturbação delas não pode resultar de uma transformação de co-
ordenadas. Consequentemente, lidando somente com a classe A, a questão da
dificuldade de gauge não aparece. É o método que iremos seguir. Nós mostrare-
mos que é possível considerar um conjunto fechado de quantidades dinâmicas

1Para estabelecer um ponto de contacto com o método tradicional de Lifshitz que cuida de quantidades
como ‹g—� , nós iremos examinar também, secundariamente, a evolução destas quantidades associadas
que são dependentes de gauge.
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que conterão toda a informação sobre o sistema perturbado. Isto é, chamando
de M[A] este conjunto, as equações da Relatividade Geral devem prover a di-
nâmica de cada elemento de M[A], dependendo somente de quantidades não-
perturbadas (e, eventualmente de outros elementos de M[A]). Vejamos como
isso é possível.

Exercício: Qual o conjunto de variáveis que poderíamos escolher para, dentro
deste esquema, considerar perturbações da métrica de Friedmann?
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Um exemplo simples: perturbação da métrica de Friedmann

A geometria de Friedmann se escreve, em um sistema gaussiano de coordena-
das, como

ds2 = dt2 + gi jdx
idx j (23.2)

onde
gi j = −A2(t)‚i j(x

k):

A geometria tridimensional ‚i j(xk) tem curvatura constante e, consequentemente
seu tensor de Riemannian (3)Ri jkl se escreve como

(3)Ri jkl = › ‚i jkl :

Derivada covariante no espaço-tempo quadridimensional será denotado pelo
símbolo (; ) e no 3-espaço por (‖). Desde o artigo original de Lifshitz [Lifshitz]
tem sido usada a decomposição das quantidades perturbadas na base de harmô-
nicos esféricos . Nessa introdução à teoria das perturbações, vamos nos limi-
tar a perturbações irrotacionais. Consequentemente é suficiente considerar o
harmônico escalar Q(xk) (com Q̇ = 0) e as quantidades vetoriais e tensoriais
que podem dele derivar. Tem-se assim

Qi ≡ Q;i

Qi j ≡ Q;i ;j

onde o escalar Q obedece à equação de autovalor definida no 3-espaço dada
por:

52Q =
1

k2
Q

k é o comprimento de onda da perturbação e

52Q ≡ ‚ ikQ;i‖k = ‚ ik

o símbolo 52 denota o laplaciano tridimensional. O operador sem traço Q̂i j é
definido como

Q̂i j = Qi j −
1

3k2
Q‚i j
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e a divergência de Q̂i j vale (mostre este resultado)

Q̂ik;k = −2
„
›− 1

3k2

«
Qi :

Lembremos que Q é um objeto tridimensional; consequentemente, subir e des-
cer índices das quantidades derivadas deve ser feita com a métrica tridimensio-
nal ‚ i j :
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Perturbação geométrica

Da análise anterior segue queq
‹Ei j‹E i j

é a única quantidade capaz de caracterizar, sem ambiguidade, uma verdadeira
perturbação dos invariantes de Debever. Isto é devido à anulação da perturba-
ção da parte magnética do tensor de Weyl, consequência de que estamos consi-
derando somente perturbações escalares irrotacionais. Precisamos considerar
somente a quantidade perturbada Ei j ; posto que qualquer outra quantidade mé-
trica não pertence ao núcleo fundamental necessário para um conhecimento
completo das perturbações verdadeiras. Vamos então expandir em termos dos
harmônicos esféricos.

‹Ei j = E(t) Q̂i j(x
i):

Note que esta expansão é uma soma em k que deixaremos de escrever por sim-
plicidade, uma vez que cada componente pode ser considerada de maneira in-
dependente, devido à linearidade da perturbação. Assim, E(t) será a quantidade
geométrica cuja dinâmica queremos obter.

Perturbação cinemática

Como estamos limitando nossa análise a perturbações lineares, a normalização
da quadrivelocidade mostra que a variação da componente temporal da velo-
cidade perturbada está relacionada à variação da componente (0-0) do tensor
métrico, isto é:

‹v0 =
1

2
‹g00:

As quantidades contravariantes correspondentes estão relacionadas como se-
gue:

‹v 0 =
1

2
‹g 00 = −‹v0:

A expansão da perturbação da 4-velocidade em termos da base dos harmônicos
esféricos é (note que a vorticidade é zero, pois estamos nos limitando ao caso
irrotacional):
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‹v0 =
1

2
˛(t) Q(x i) +

1

2
Y (t)

‹vk = V (t) Qk(x i):

Para a aceleração pomos
‹ak = Ψ(t) Qk(x i):

Para o shear
‹ffi j = Σ(t) Q̂i j(x

k)

e para a expansão
‹„ = H(t) Q(x i) + Z(t)

onde Y (t) e Z(t) são termos homogêneos que não representam verdadeiras per-
turbações.

É importante notar que como estamos limitando nossa análise a verdadeiras
quantidades perturbadas, a variável cinemática que importa e cuja dinâmica de-
vemos examinar é somente Σ(t), posto que a outra quantidade que é invariante
de gauge (e que no "background"se anula) Ψ é uma função de Σ e E:

Perturbação da matéria

Como estamos considerando uma geometria do background onde a fonte é um
fluido perfeito que possui uma equação de estado p = –, seguiremos o procedi-
mento convencional que admite a preservação desta equação de estado sob per-
turbações arbitrárias. Ademais, no sistema em que nos colocamos não existe
fluxo de calor. Assim, a forma mais geral de perturrbação é dada por

‹T—� = (1 + –) ‹(v—v�)− –‹(g—�) + ‹Π—�:

Escreveremos ‹ na base escalar:

‹ = N(t) Q(x i) + —(t)

onde o termo homogêneo —(t) não corresponde a uma verdadeira perturbação.
Admitiremos Y = Z = — = 0, pois estes termos homogêneos são quantidades
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que podem ser eliminadas por escolha conveniente do sistema de coordenadas
e não estamos interessados em quantidades que dependem de gauge.

De acordo com a termodinâmica causal, a evolução da pressão anisotrópica está
relacionada com o shear através da relação

fi Π̇i j + Πi j = ‰ffi j

onde fi é o parâmetro de relaxação e ‰ o parâmetro de viscosidade. Para simpli-
ficar nossa análise, vamos nos limitar ao caso em que fi pode ser desprezado e
‰ é uma constante. Tem-se então

Πi j = ‰ffi j

e a perturbação associada:

‹Πi j = ‰ ‹ffi j :

Seguindo o mesmo raciocínio, ‹Πi j é a quantidade material que deve entrar no
sistema completo de equações diferenciais que descrevem a evolução da pertur-
bação. Em geral, está-se interessado também pela perturbação da densidade de
matéria ‹ embora ela não faça parte deste conjunto fundamental. Voltaremos a
ela mais adiante.

Assim, do que vimos, o “bom” conjuntoM[A] tem somente três elementos: ‹Ei j ,
‹ffi j e ‹Πi j . Entretanto, como ‹Πi j pode ser escrito em termos de ‹ffi j , o conjunto
M[A] que iremos considerar se reduz a

M[A] = {‹Ei j ; ‹ffi j}:

PC − 1
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Dinâmica

A aplicação à teoria da perturbação do esquema JEK das equações da gravita-
ção permite obter um resultado notável: as quantidades fundamentais observá-
veis, relevantes para obtermos a evolução das perturbações, se reduz ao con-
junto

M[A] = {E(t);Σ(t)}

em termos dos quais toda a dinâmica perturbada necessária para caracterizar
completamente o espectro de perturbações pode ser obtida. Com efeito, as
equações de evolução destas duas quantidades dadas pelas equações da Rela-
tividade Geral, geram um sistema dinâmico envolvendo somente E e Σ; além de
quantidades conhecidas da métrica não-perturbada e que, quando resolvidas,
contém toda a informação necessária para uma descrição completa das demais
quantidades perturbadas da geometria de Friedmann. Este resultado seria extre-
mamente dificil de ser obtido pelo método convencional, seja ele a formulação
original de Lifshitz, seja a modificação proporcionada por Bardeen e outros (ver
referência na bibliografia).

A equação do shear

As equações de perturbação do shear se escrevem como:

h¸
— h˛

� (‹ff—�)• +
2

3
Θ ‹ff¸˛ +

1

3
h¸˛ ‹a

–
;–

− 1

2
h¸

— h˛
� [‹a—;� + ‹a�;—]

= ‹M¸˛

onde

M¸˛ ≡ R¸—˛� v—v � −
1

3
R—� v

—v � h¸˛:

Usando a expansão em harmônicos esféricos mostre que as equações para o
shear e a parte elétrica do tnsor de weyl, dadas por (Σ; E) se escrevem:

Σ̇ = −E − 1

2
‰ Σ− k2 Ψ:
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Ė = −(1 + –)

2
 Σ−

 
Θ

3
+
‰

2

!
E

− ‰

2

 
‰

2
+

Θ

3

!
Σ− k2

2
‰ Ψ:

Essas duas equações contém três variáveis: E, Σ and Ψ. Mostre que usando a
lei de conservação da matéria, podemos eliminar Ψ em todos os casos de fluido
perfeito, exceto quando (1 + –) = 0.

O resultado dá:

(1 + –)Ψ = –[N − ̇v ] + 2‰

 
1

3
− K

m

!
A−2 Σ:

Mostre que o lado direito desta equação pode ser expresso em termos das va-
riáveis E e Σ somente (posto que estamos assumindo que 1 + – 6= 0):

Com efeito, da equação da divergência da parte elétrica do tensor de Weyl, tem-
se

N − ̇V =
„

1 +
3›

k2

«
‰ Σa−2 − 2

„
1 +

3›

k2

«
a−2 E:

Combinando com a equação anterior vemos que Ψ é dado em função de quanti-
dades não perturbadas e de E e Σ:

(1 + –)  Ψ = 2
„

1 +
3›

k2

«
A−2 [−–E +

1

2
– ‰ Σ +

1

3
‰ Σ]:

Assim, mostramos que todo o conjunto básico de perturbação se reduz a um
sistema dinâmico não-autônomo nas variáveis E e Σ :

Σ̇ = F1(Σ; E)

Ė = F2(Σ; E)
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com

F1 ≡ −E −
1

2
‰ Σ− k2 Ψ

F2 ≡ −
„

1

3
Θ +

1

2
‰
«
E

−
 

1

4
‰2 +

(1 + –)

2
+

1

6
‰Θ

!
Σ

− k2

2
‰ Ψ

onde, como vimos, Ψ é dado em termos de E e Σ:

Dinâmica da perturbação de  e „

Vimos que uma verdadeira perturbação da métrica de Friedmann se constrói um
sistema dinâmico envolvendo somente E e Σ: Todas as demais quantidades po-
dem então ser calculadas a partir do conhecimento deste sistema fundamental
[joras]. As equações de evolução das perturbações da densidade de energia e
da expansão são dadas para suas componentes na base de harmônicos esféri-
cos por:

Ṅ − 1

2
˛ ̇+ (1 + –) Θ N + (1 + –)  H = 0:

e, via equação de Raychaudhuri perturbada:

Ḣ − 1

2
˛ Θ̇ +

2

3
Θ H − k2

a2
Ψ +

(1 + 3–)

2
N = 0:

Para resolver estas duas equações é preciso fixar a gauge (˛(t)) e usar os va-
lores de E e Σ obtidos do sistema fechado fundamental. De modo análogo, to-
das as demais quantidades geométricas e cinemáticas podem ser obtidas, o
que exaure completamente nossa análise das perturbações irrotacionais do uni-
verso de Friedmann.
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Mostre que no caso singular 1 + – = 0 devemos considerar a existência de per-
turbação do fluxo de calor. Calcule as equações para a quantidade q(t) definida
pela expansão na base harmônica dada por ‹qm = q(t)Qm:

Hamiltoniana da perturbação

O exame das perturbações da cosmologia de Friedmann admite uma formula-
ção hamiltoniana. Para fazer isso, começamos por reconhecer que no sistema
dinâmico que obtivemos, as variáveis E e Σ não são canônicamente conjuga-
das. Com efeito, vamos examinar o caso simples, mas completamente genérico,
onde o sistema em questão é dado por (faremos ‰ = 0)

Ė = − 1 + –

2
Σ− „

3
E

Σ̇ =

 
6–

1 + –
(›+

k2

3
)

1

a2 
− 1

!
E

Note que, de fato,
@Ė

@E
+
@Σ̇

@Σ
= − „

3
:

Vemos então que a expansão do universo „ 6= 0 é a responsável por impedir que
as variáveis E e Σ sejam canônicamente conjugadas. Podemos então usar o
procedimento padrão nesse caso e definir, a partir destas duas, novas variáveis
que sejam canônicamente relacionadas. Chamando deQ e P; funcionais lineares
de Σ e E dados por

24 Q
P

35 =

24 ¸ ”

‹ ˛

35 24 Σ

E

35 :
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Note que a variável Q aqui definida não tem nenhuma conexão com a base Q
que usamos anteriormente.

Deveriamos esperar que esta matriz que relaciona (Q; P ) com (E;Σ) dependa
das quantidades não-perturbadas. Ademais, esta matriz é unívoca a menos de
transformações canônicas (demonstre essa afirmação). Podemos então usar
este fato e escolher ” e ‹ como sendo zero. A hamiltoniana H que contém a
dinâmica do par (Q; P ) se obtém a partir das equações de evolução de E e Σ:

Exercício:

Mostre que a condição para que estas novas variáveis Q e P sejam canônica-
mente conjugadas e que uma Hamiltoniana exista é dada por

˙̧

¸
+

˙̨

˛
− 1

3
„ = 0:

Então podemos escrever

H =
h1

2
Q2 +

h2

2
P 2 + 2 h3 P Q

onde h1, h2 e h3 são definidos por

h1 ≡
˛

¸

(1 + –)

2


h2 ≡ −
¸

˛
{1 +

2–

(1 + –) a2

“
k2 + 3›

”
}

h3 ≡
1

2

 
„

3
−

˙̨

˛

!
:

No caso especial em que escolhemos um par de variáveis canônicas tais que
˛ = a ( quanto vale ¸ ?) temos os valores especiais

Q = Σ

P = a(t) E:
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Neste caso a hamiltoniana H tem a forma

H = −∆2(t) P 2 + ‚2(t) Q2

onde ‚(t) e ∆(t) são dados em termos da densidade de energia do background
, o fator de escala a(t) e o comprimento de onda k como

‚2(t) ≡
 

1 + –

4

!
a

∆2(t) ≡ 1

2a

 
1− 2–

(1 + –) a2

“
k2 + 3›

”!
:

Comentários

O sistema hamiltoniano de que estamos tratando e que contém toda a infor-
mação da perturbação do modelo de Friedmann não é conservativo (isto é, a
derivada temporal da hamiltoniana Ḣ não é zero). Isto é consequência de que
o estado fundamental deste sistema, o estado não-perturbado Q = P = 0; que
corresponde não ao espaço-tempo plano de Minkowski — destituido de qual-
quer forma de energia – mas sim corresponde a um universo de Friedmann em
expansão. O fato da hamiltoniana não ser positivamente definida é também con-
sequência de que o estado fundamental envolve a curvatura não perturbada,
que não é nula. Em suma, o sistema em questão não é isolado e momentum e
energia podem ser extraidos do estado fundamental não-perturbado.

Notemos por fim que a estrutura hamiltoniana que obtivemos aqui em termos
das variáveis E and Σ é completamente independente de gauge. A principal
vantagem do esquema JEK que vimos utilizando, reside precisamente em que
estamos usando quantidades que possuem interpretação direta e simples: as
quantidades perturbadas shear Σ e a parte elétrica do tensor de Weyl E:
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Exercício: perturbação do universo estático de Einstein

Mostre que, como consequência de este modelo não possuir expansão, a hamil-
toniana se reduz a:

H = − 1

2—2
P 2 +

1

2
!2 Q2

onde — e ! são constantes. Note que esta expressão nada mais é do que a
hamiltoniana de um oscilador com uma massa imaginária. Encontramos assim,
uma vez mais, o resultado da instabilidade do universo de Einstein.

Exercício: perturbação da densidade de energia

De modo geral, não estamos interessados no conjunto completo de equações da
perturbação, mas sim em um sub-conjunto capaz de conter informação fechada
sobre uma determinada variável (ou conjunto de variáveis). Isso acontece, por
exemplo, quando estudamos a questão da evolução das inomogeneidades pre-
sentes no universo, com o propósito de entender o mecanismo de formação de
galáxias, estrelas, etc. Nesta seção veremos como é possível conhecer a evolu-
ção do parâmetro de contraste definido pela razão ‹= que mede a perturbação
da densidade de energia por densidade não perturbada. Consideremos um caso
simples onde o fluido galático é constituído por um gás incoerente sem pressão
(p = 0) e a geometria não perturbada tem a seção espacial euclideana. Escreve-
mos para a densidade perturbada ‹ a expansão:

‹ = N(t)Q

onde se fez uma escolha de gauge e a parte homogênea foi feita zero. Mostre
que

N̈ +
8

3
Ṅ„ +

4

3
N„2 − N = 0

Neste caso, temos

 =
4

3
t−2 „ = 2t−1
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A equação acima se reduz a:

N̈ t2 +
16

3
Ṅt + 4N = 0

cuja solução é dada por

N(t) = ¸t−4=3 + ˛t−3

com ¸ e ˛ constantes.

Podemos então escrever para o fator de contraste

‹


=

3

4
¸ t2=3 +

3

4
˛ t−1

Vemos assim que, além do fator evanescente, existe um termo que cresce com a
potência 2=3 do tempo, responsável pela instabilidade do modelo de Friedmann.
Mostre que o termo que decai com t−1 pode ser eliminado e nada mais é do que
um resquício de nossa escolha de gauge.

Exercício:

Mostre que as equações quase-maxwellianas relevantes para a perturbação que
fizemos do modelo de Friedmann são dadas por:

(‹E—�)• h—
¸h�

˛ + Θ (‹E¸˛)− 1

2
(‹E�

(¸)h˛)
— V

—;�

+
Θ

3
”˛�—" ”¸‚fi– V—Vfi(‹E"–) h‚�

= −1

2
(+ p) (‹ff¸˛)

1

2
(‹E–

—);fi h—
(¸”˛)fi‚– v‚ = 0

(‹E¸—);�h
¸" h—� =

1

3
(‹);¸h

¸" − 1

3
̇ (‹V ")

(‹„)• +
2

3
„ (‹„)− (‹a¸);¸ = −(1 + 3–)

2
(‹)
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(‹ff—�)• +
1

3
h—�(‹a¸);¸ +

2

3
„ (‹ff—�) = −(‹E—�)

(‹)• + „ (‹+ ‹p) + (+ p) (‹„) = 0:
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